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Dans l’industrie, le commerce, l’administration, l’économie, dans presque tous les domaines de l’activité humaine apparaissent des problèmes qui conduisent au choix d’une d’entre toutes les possibilités d’action dans ne situation donnée et ce choix doit être fait d’une telle manière qu’il soit assurée la réalisation d’un but bien détermine. Le problèmes de ce type sont nommées problèmes de décision. Un rôle important dans les problèmes de décision le joue les problèmes d’optimisation qui consistent dans le calcul du maximum ou de minimum d’une fonction donnée de plusieurs variables liées entre eux par des différentes relations. Un cas particulier des problèmes d’optimisation est la programmation linéaire qui inclue un système d’équations et (ou) inéquations linéaires, nommées restrictions du problème, aussi qu’une fonction linéaire qui représente le but désiré, le but désiré par la valeur maximale ou minimale de celle-ci. 


Le problème de programmation linéaire a été formule pour la première fois dans l’année 1939 par Kantorovici L.V. Dans l’année 1949 Dantzig George a élaboré la méthode simplex de résolution des problèmes de programmation linéaire. La méthode simplex consiste dans le parcours des sommets du polyèdre des solutions admissibles, en s’approchant de la solution optimale, jusqu’au moment de sa atteinte dans un des sommets de polyèdre. 


Dans l’ouvrage s’étudie la méthode simplex pour son utilisation pour la détermination des solutions optimales des problèmes de programmation linéaire, de programmation des nombres entiers, de programmation linéaire fractionnaire. On présent le problème de transport et on aborde la dualité dans la programmation linéaire. On discute la sensibilité de la solution et on indique les possibilités d’utilisation de produit informatique QM pour la résolution des problèmes à l’aide de l’ordinateur.


Les méthodes d’optimisation linéaire sont inclues dans les programmes d’enseignement universitaire comme objet séparé ou les compartiments des cours de Recherche Opérationnelle ou de Programmation Mathématique. Les cours respectives sont lues aux étudiants des institutions d’enseignement supérieur avec un profil technique et économique. C’est à eux que cet ouvrage est adressé aussi comme aux autres hommes qui veulent s’initier dans l’optimisation linéaire. 

Liste des notations

R

l’ensemble de nombres réels. 

Rn

l’espace linéaire n–dimensionnel. 

{x(k)}

suite des vecteurs; 
[image: image1105.png]UNIVERSITATEA TEHNICA A MOLDOVEI




.

x*

la solution du problème;
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||x||

la norme du vecteur
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AT

la transposée de la matrice A. 

A-1

l’inverse de la matrice A.

I

la matrice unité. 

(x, y)

le produit scalaire des vecteurs 
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{x | P}
l’ensemble des éléments x avec la propriété P.
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le gradient de la fonction f(x).
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la matrice Hesse de la fonction f(x).
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1. NOTIONS CONCERNANT LES ENSEMBLES 
ET LES FONCTIONS CONVEXES

1.1 Ensembles convexes

Un ensemble M, M(Rn, est appelé ensemble convexe si pour tous deux points x(, x2(M, appartenant à cet ensemble, le segment de droite qui les unit appartient de même à cet ensemble. Autrement dit, pour tout x1, x2(M a lieu
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pour tout réel a, 0( a( 1 (fig.1).
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Fig.1. Ensemble convexe   
Fig.2. Exemples d’ensembles

                                                               qui ne sont pas convexes


En particulier, l’ensemble vide, l’ensemble formé d’un seul élément et tout l’espace n dimensionnel Rn, sont des ensembles convexes. Dans la fig.2 sont donnés des exemples d’ensembles R2 qui ne sont pas convexes.

On constate facilement que l’intersection d’une famille d’ensembles convexes est un ensemble convexe.


Soit a, x(Rn, a(0, b(R. L’ensemble
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forme un hyperplan de Rn.


Les demi-espaces détermines par l’hyperplan Г sont
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Evidemment, Г=S- ( S+. Les ensembles Г, S- et S+ sont convexes.

Soit A une matrice de dimensions m(n, x(Rn et b(Rn . L’ensemble
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est appelé tronçon. Le tronçon représente l’intersection d’un nombre fini de demiespaces
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et, donc, est un ensemble convexe.

Un tronçon borné est appelé polyèdre convexe.

La combinaison linéaire des éléments xi(Rn, i=1,2,…,m, de forme a1x1+ a2x2+…+ am xm où ai(0, i=1,2,…,m et a1+a2+…+am=1 s’appelle combinaison convexe des éléments x1, x2,…,xm.

Théorème. Un ensemble convexe contient toute combinaison convexe construite de ses éléments.


Démonstration (par induction). Soit M un ensemble convexe, M( Rn. Il en résulte que toute combinaison convexe, construite de deux éléments de M appartient à M. Supposons que M contient toute combinaison de maximum m-1, m(3 éléments de M. Considérons la combinaison convexe z= a1x1+ a2x2+… + am xm, xi(M, i=1,2,…,m, telle que a1+a2+…+am=1. Evidemment, au moins pur un des indices i ai( 1. On peut considérer que a1( 1. Alors y=(2x2+(3x3+…+(mxm, où 
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, i=2,3,…m, est une combinaison convexe des éléments x2, x3,…,xm,car (i(0 şi (2+(3+…+(m=1. Conformément à l’hypothèse inductive que y(M. Comme z=a1x1+(1-a)y et M est un ensemble convexe, il résulte que z(M, fait qui démontre le théorème.

Soit M(Rn un ensemble non vide et convexe. On dit que x(M est un point d’extremum de l’ensemble M si’l n’existe aucun y, z(M, a((0,1), y(z tels que:

x=ay+(1-a)z
Autrement dit, le point d’extremum x ne peut pas appartenir à l’intervalle (y,z) pour tous y,z (M.

Nous montrons ici deux exemples de points d’extremum des ensembles convexes en R2. On note par E l’ensemble des points d’extremum de l’ensemble M.
1.
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Dans la fig.3 sont présentés ces deux ensembles pour lesquels est évidentié le l’ensemble des points d’extremum E.

Un hyperplan ou un demi-espace n’a pas de points d’extremum.

Un ensemble fermé et borné en Rn s’appelle compacte.

Tout ensemble convexe compacte en Rn possède des points d’extremum. Si M est un ensemble convexe compacte en Rn et a un nombre fini de points d’extremum, alors tout élément de l’ensemble M peut être exprimé comme une combinaison convexe de ses points d’extremum.
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Soit le tronçon
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où x( Rn, A est une matrice de dimension m(n, m(n, b(Rm. Notons par 
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 une sous matrice d’ordre n(n de A. Supposons que det
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 contient des éléments de b, après une éventuelle rémunération, admet une solution unique. Si 
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 s’appelle sommet do tronçon T.

On vérifie immédiatement que le tronçon T a au plus 
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 sommets, qui sont ses points d’extremum.

Exemple: Soit le tronçon T défini par:
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où m=4, n=2. On aura les sommets (voir fig.3)
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1.2 Fonctions convexes 

Soit M un ensemble convexe dans Rn. la fonction f(x) définie sur l’ensemble M s’appelle fonction convexe si :
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pour tout x,y(M et tout 
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. Si l’inégalité (1) est stricte pour tout x,y(M, x(y et tout 
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, alors on dit que la fonction f(x) est une fonction strictement convexe. La fonction f(x) est appelée concave (strictement concave) si la fonction –f(x) est convexe (strictement convexe).

Si’l existe ((R, ((0, tel que pour tout x,y(M et tout 
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on dit que la fonction f(x) est très convexe.
On constate que toute fonction très convexe est une fonction convexe.

Exemple 1. La fonction 
[image: image35.wmf](

)

(

)

,

   

,

2

2

x

x

x

x

f

=

=

 x(Rn, est une fonction très convexe. Pour cette fonction l’inégalité (2) se transforme en égalité avec la constante (=1:
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pour tout x,y(Rn et tout 
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Exemple 2. Toute fonction linéaire f(x)=(c,x), x,c(Rn est une fonction convexe et en même temps une fonction concave, parce que
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Soit la fonction f(x), x(Rn, qui admet les dérivées partielles 
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Le vecteur les éléments du quel sont les dérivées partielles s’appelle gradient de la fonction f. on le note par grad f(x) ou f’(x).
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La matrice de dimensions n(n 
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s’appelle la matrice Hesse de la fonction f ou  la matrice hessienne. Elle est notée par H(x) ou f(((x).

Dans le cours d’analyse mathématique on démontre que si la fonction f(x) a les dérivées partielles du premier ordre continues sur Rn, alors
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Si f(x) admet des dérivées partielles du deuxième ordre continues sur Rn, alors
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Théorème 1. Soit f(x) une fonction qui admet des dérivées partielles du premier ordre continues sur Rn. La fonction f(x) est convexe si
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La fonction f(x) est strictement convexe si et seulement si
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La fonction f(x) est très convexe si et seulement si
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Autrement dit, le graphe de la fonction convexe (strictement convexe) est situé au-dessus (strictement au-dessus) de l’hyperplan tangent. Pour les fonctions très connexes le graphe est situé au-dessus d’un certain paraboloïde (fig. 1)

[image: image48.wmf](

)

(

)

(

)

2

2

  

          

0

si

      

0,

0

si

    

,

x

x

  f

          

e

x

f

x

x

x

x

f

n

=

=

î

í

ì

£

>

=


a)


b)

 c)

Fig.1. Types de convexité: a) fonction convexe; b) fonction strictement convexe; c) fonction très convexe.

Théorème 2. Si la fonction f(x), x(Rn, admet des dérivées partielles du deuxième ordre continues sur Rn, la fonction f(x) est convexe si et seulement si la matrice Hesse 
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Une condition nécessaire et suffisante pour que la fonction f(x) soit très convexe est : existent m(Rn, m(0, tels que
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Exemple 3. Soit x(R2 et la fonction:
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On a: 
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La matrice Hesse la matrice Hesse (2f(x) est positive semidéfinie et, donc, on peut affirmer que la fonction considérée est convexe.

Observons que la fonction de l’exemple précédent peut être écrite de la manière suivante :
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. De même, on remarque que la somme des vecteurs Ax et b représente le gradient
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Soit A une matrice de dimensions n(n, b(Rn et c(R. La fonction
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s’appelle fonction quadratique. On vérifie immédiatement que 
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Vue que
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. Par conséquent, on peut écrire
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et, conformément à (3), le gradient de la fonction quadratique est :

(f(x)=Ax+b
Maintenant de (4) et (7) résulte que la matrice Hesse (2f(x) d’une fonction quadratique (6) est constante et identique à la matrice A. 

Les fonctions quadratiques jouent un rôle important dans les problèmes d’optimisation. Cela est expliqué par le fait qu’autour des points de minimum les fonctions ont un comportement quadratique. De plus, le développement d’une fonction jusqu’à l’approximation du deuxième ordre donne une fonction quadratique.

En ce qui suit nous montrerons que si la matrice A est positivement définie, alors la fonction quadratique (6) est très convexe. Soit 
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Notons par
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L’ensemble S est fermé et borné. Vue que la orme quadratique 
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 est continue, existe z*(S tel que g(z*)(g(z) pour tout z(S. Ayant l’hypothèse que la matrice A est positivement définie, on a :
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Evidemment, pour tout
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ce qui montre que la matrice Hesse 
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Il faut souligner que si la matrice Hesse est positivement définie :
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on peut seulement affirmer que la fonction f(x) est strictement convexe (mis non très convexe). Autrement dit, les relations (5) et (8) ne sont pas équivalentes dans le cas des fonctions non quadratiques. De plus, la condition (8) est seulement une condition suffisante pour une fonction quelconque (non quadratique) qu’elle soit strictement convexe.

Exemple 4. 
Considérons dans l’espace bidimensionnel R2 la fonction strictement convexe (vérifiez cette affirmation !) définie par :
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On a :
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La matrice Hesse 
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2. ENNONCE DES PROBLEMES DE PROGRAMMATION LINEAIRE

2.1Problème général de programmation linéaire

Un problème général de programmation linéaire consiste à déterminer les réels x1, x2, …, xn qui maximisent (ou minimisent) une fonction linéaire
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et qui vérifie les inégalités et les égalités linéaires :
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où cj, aij,  bi, j = 1,2, …, n sont des réels donnés ; K est un ensemble d’indices de l’ensemble 
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En utilisant les notations matricielles: 
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le problème général de programmation linéaire peut être écrit de la forme :
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Faisons la notation:
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L’ensemble T est appelé domaine des solutions admissibles du problème. Le domaine des solutions admissibles est un ensemble convexe (voir 1.1). Les  conditions 
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 sont appelées restrictions du problème de programmation linéaire. Les coefficients aij et les termes libres bi sont des valeurs constantes données.

La fonction f(x) qui est maximisée (ou minimisée) est appelée fonction objectif, ou fonction critère, ou fonction but, ou fonction d’efficacité.

Une solution admissible 
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 dans le cas du  problème de maximum, ou 
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 dans le cas du problème de minimum, s’appelle solution optimale du problème de programmation linéaire.

2.2. Exemples de problèmes de programmation linéaire
1. Problème du menu optimal.
 Supposons qu’on dispose de n produits alimentaires (pain, fromage, sucre, etc.) qui contiennent m substances nutritives (vitamines, protéines, etc.). Le problème du menu consiste à déterminer les quantités de chaque produit qui doivent être utilisées, de la façon que certaines demandes en substances nutritives soient satisfaites et que le nécessaire biologique soit assuré à un coût minimal.

Soit une unité du produit alimentaire i contienne aij unités de substance nutritive j. Supposons que le nécessaire de l’organisme en substances nutritives j est bj et le coût d’une unité du produit alimentaire i est ci. Pour formuler mathématiquement le problème, notons par xi le nombre d’unités de produits alimentaires i qui seront utilisées. Le problème du menu sera écrit sous la forme:
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sous les contraintes
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La fonction linéaire 
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 représente le coût total du menu, le minimum duquel est cherché. Les restrictions du problème expriment les conditions d’assurance des nécessités de l’organisme en substances nutritives. Evidemment, les variables xi, i = 1,2, …, n, ont une certaine signification pour le problème du menu seulement si elles sont non négatives.

On peut analyser et d’autres critères, comme, par exemple, la maximisation de la quantité totale de calories ou la minimisation du volume des produits alimentaires.

Le problème du menu est un cas particulier d’un problème du mélange. Tout problème dans lequel on désire que des quantités xi, i = 1,2, …, n des produits avec certaines propriétés soit faite une combinaison qui contienne certains éléments j, j=1,2, en quantités bj, si on connaît les quantités aij des éléments j contenus dans une unité de xi, avec une dépense minimum, s’appelle problème du mélange (voir [3]).

2. Problème de l’utilisation optimale des ressources disponibles.

Dans une entreprise on fait n types de produits notés P1, P2, …, Pn qui nécessitent m types de ressources de matière première R1, R2, …, Rm , ayant à la disposition bi unités de Ri , i = 1,2,…,m. Pour une unité de produit Pi sont utilisées aij unités de Rj de matière première. On connaît encore que chaque unité de produit Pi apporte un bénéfice égal à ci lei. On demande de déterminer combien d’unités de chaque produit sont nécessaires pour obtenir un bénéfice maximal. Autrement dit, déterminer un plan de production optimal, c.à.d. un vecteur 
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dans les contraintes suivantes:
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 représente respectivement la quantité d’unités de P1, P2, …, Pn fabriqué par l’entreprise.

3. Problème du transport. 
Considérons un certain produit qui est stoqué en m centres de dépôt A1, A2, …, Am en quantités
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. Ce produit doit être transporté à n centres de distribution B1, B2, …, Bn en quantités b1, b2, …, bn. On connaît le coût du transport d’une unité de produit du centre Ai au centre Bi. On suppose que
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, c.à.d. la réserve totale des dépôts est égale à la demande totale des centres de distribution. On demande de concevoir un plan optimal de transport (de déterminer les quantités xij de produit transportées de Ai à Bj) tel que le coût total du transport soit minimum.

Le coût du transport du centre Ai au centre Bi est cijxij unités financières. Le coût total des transports sera: 
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Les r contraints de ce problème s’écrivent comme il suit:

a) La quantité transportée du dépôt Ai vers les n centres de distribution doit être égale avec le disponible de Ai, c.à.d. 
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b) la quantité transportée dans le centre de distribution Bi de tous les centres de dépôt est égale avec la quantité de produit bj nécessaire:
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c) les quantités xij doivent être des grandeurs non négatives.
La formulation mathématique du problème de transport peut être représentée de la manière: 

Déterminer la valeur minimum de la fonction:
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dans les contraintes:
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Dans le modèle ci-dessus du problème de transport on a supposé que la condition 
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 est satisfaite. Cette condition s’appelle condition d’équilibre. Dans le cas où la condition d’équilibre n’est pas réalisée, le problème s’appelle problème non équilibré, qui, en introduisant un centre fictif, peut être réduit à un problème de transport équilibré.

2.3 Forme d’un problème de programmation linéaire

On dit que le problème de programmation linéaire a la forme standard si il est de la forme:
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. Donc, dans le problème de programmation linéaire en forme standard le système des contraintes est un système d’égalités et à toutes les inconnues sont imposées les conditions de non négativité.

Tout problème de programmation linéaire peut être réduit à la forme standard. Il est évident que:
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En conséquence, le problème de minimum se réduit au problème de maximum. 

Si
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Si
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Les variables 
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 s’appellent variables de compensation ou variables écart. Il faut mentionner que les variables de compensation n’apparaissent pas dans la fonction objective.

Si au moins pour une des variables xi n’est pas posé la condition de non-négaivité, alors on peut la remplacer dans le problème considéré par 
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Exemple. Soit le problème de programmation linéaire
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avec les contraintes:
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Transformons ce problème à la forme standard.

1. La minimisation de la fonction f est équivalente à sa maximisation
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2. Substituons
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3. Introduisons les variables de compensation 
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Donc, le problème considéré se réduit au suivant problème de programmation linéaire à la forme standard:


[image: image128.wmf]max

2

)

(

5

4

2

1

®

+

-

+

-

=

x

x

x

x

x

g


avec les contraintes:
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Une autre forme de présentation des problèmes de programmation linéaire est la forme canonique. Si toutes les restrictions sont inégalités de même sens et toutes les inconnues sont non-négatives, alors on dit que le problème de programmation linéaire a la forme canonique:
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avec les contraintes:
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Il faut souligner que si le sens de l’inégalité est „(”, la fonction objectif se maximise et pur „(” la fonction objectif se minimise.

Observons que toute restriction de la forme:
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est équivalente à un système de deux restrictions:
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Constaterons que tout problème de programmation linéaire peut être réduit soit à la forme standard, soit à la forme canonique.

2.4. Interprétation géométrique des problèmes de programmation linéaire à deux variables

Considérons le problème de programmation linéaire à la forme canonique dans l’espace bidimensionnel avec la fonction objectif 
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 et le système des contraintes:
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Dessinons dans le système cartésien de coordonnées 
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Notons par T le domaine du plan pour lequel sont satisfaites les restrictions du problème considéré de programmation linéaire. Supposons que ce domaine est le polygone ABCDEF (fig.1). Selon 1.1, T est un polygone convexe (tronçon).

Pour résoudre le problème de programmation linéaire, il faut chercher les points M(x1, x2), appartenant à l’ensemble T, pour lesquels la fonction objectif 
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Représentons la droite d0 d’équation
[image: image139.wmf]0

2

2

1

1

=

+

x

c

x

c

. Cette droite passe par l’origine est perpendiculaire au vecteur
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. Le vecteur n est orienté dans le sens croissant des valeurs de la fonction f. Soit v une valeur arbitraire de la fonction objectif
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représente une famille de droites parallèles à la droite d0; quand la grandeur v varie dans l’intervalle 
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 se déplace, restant perpendiculaire au vecteur n.
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Parce que 
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 doit appartenir à l’ensemble T, il résulte que le maximum da la fonction 
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 s’atteint dans le sommet E du T. En fait, le vecteur n montre la direction où il faut déplacer la droite d, pour augmenter la valeur de la fonction objectif, parce que la fonction linéaire 
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 est croissante dans la direction de n. Alors la valeur maximale s’obtient pour les coordonnées du point E qui se trouvent à l’intersection des droites 
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Sur la fig.1 on voit que le minimum de la fonction objectif s’atteint dans le sommet B du polygone T. Si la droite 
[image: image150.wmf]0

d

 n’est pas parallèle avec la aucune coté du polygone des solutions admissibles, alors il n’existe qu’une seule solution optimale.

Dans le cas quand une des cotés du polygone des solutions admissibles est parallèle à la droite
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, alors le problème admet une infinité des solutions optimales qui seront représentées par les coordonnées de tous les points de cette coté.

Une autre situation, qui peut apparaître dans le problème de programmation linéaire, est quand la fonction objectif n’a pas de maximum (ou minimum) finit (voir la fig.2). Cette chose quand le tronçon T n’est pas borné.

Exemple : Déterminer les valeurs de 
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soit maximale dans les conditions :
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Pour ça représentons graphiquement les droites : 
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                                            Fig.3

On obtient le polygone convexe ABCD. En donnant à la droite 
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 d’équation 
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 un déplacement parallèle avec elle-même dans la direction n on obtient que les coordonnées de point C réalisent le maximum de la fonction linéaire
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. On détermine les coordonnées de ce point à l’intersection des droites 
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On a 
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Il résulte que la solution optimale d’un problème de programmation linéaire à deux variables s’atteint dans un des sommets de tronçon T. Ces sommets, vu dans 1.1, ne sont pas que les points extrêmes des l’ensemble T. Ce phénomène est général : n’importe quelle solution optimale d’un problème de programmation linéaire avec un nombre quelconque de variables et de restrictions correspond à un point extrême du tronçon des solutions admissibles.

3. Méthode Simplexe

De façon  comme a été constate dans 2, le problème de programmation linéaire, revienne à la détermination des extrêmes (sommeils) du polyèdre convexe et le chois de sommeils pour lesquels la fonction objectif prend une valeur optimale. La méthode simplexe a été élaborée en 1949 de B. G. Dantzing et consiste en parcours des sommeils du polyèdre convexe de telle façon que la fonction objectif de chaque fois prend la meilleure valeur dans le sens optimal que dans le sommeil antérieur. Quand l’amélioration optimale de la fonction n’est pas possible, on obtient une solution optimale. La méthode simplexe peut être présentée sous diverses formes (voir, par exemple [1,2,3,5,6,9,11]). Dans tout les cas la méthode simplexe se décompose en étapes suivantes :

· on détermine la solution initiale de base ;

· par une procédure itérative on remplace la solution initiale de base, pendant on arrive à la situation quand la valeur de la fonction objectif ne croit pas ou à la conclusion que le problème n’admette pas un optimum finit.

La description de la méthode simplexe [9] est donnée en continuation. On considère le problème de programmation linéaire donnée sous forme standard :
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où 
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 et A est une matrice de dimensionne 
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3.1 Solution admissible de base

Notons avec B la sous-matrice de la matrice A constitué de m colonnes de façon que B soit une matrice non singulière  
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 et avec N la sous-matrice d’ordre
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 qui contienne les colonnes restées de A. Donc nous avons la décomposition :
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La matrice B s’appelle matrice basique, et N - matrice non basique.


De même façon on sépare les vecteurs c et x :
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où 
[image: image175.wmf]B

c

 et 
[image: image176.wmf]B

x

 sont composés de tels m composants qui détermine la décomposition de la matrice A. Alors le système 
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Ce système peut être écrit sous la forme
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Les composantes du vecteur 
[image: image181.wmf]B
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 s’appellent variables basiques (ou de base) mais les composantes du vecteur 
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Un système des équations de la forme (2) on dit qu’est un système sous la forme explicite. La solution de ce système donnée par
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s’appelle solution de base du système 
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Si 
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 alors la solution de base vérifie les conditions de non-négativité :
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et s’appelle solution de base admissible du problème de programmation (1). 

Une solution de base admissible pour le problème (1) s’appelle non dégénère, si le nombre des ses composantes  non nulles est égal avec le nombre des équations du système
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On démontre (vois, par exemple, [2,3]) que la solution de base admissible n’est qu’un point extrême de l’ensemble
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et réciproquement.

3.2 Critère d’optimalisation

Soit B une matrice basique et respectivement
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Le problème de programmation linéaire (1) peut être écrit sous la forme
Cette forme s’appelle forme explicite du problème de programmation linéaire (1).

Notons 
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Alors la forme explicite peut être écrite en mode suivant
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Le vecteur 
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 représente le critère d’optimalisation, parce qu’il nous dit si la solution de base admissible est une solution optimale de la programmation linéaire (1).

Soit zj, (cN)j et (xN)j, j=1,2,  . . .,n-m, les composantes des vecteurs 
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s’atteint pour 
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 et au passage d’une solution admissible de base à l’autre valeur de la fonction objectif devienne plus petite.

C’est-à-dire, si nous avons une solution de base admissible pour laquelle 
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alors elle est une solution optimale.


Noterions par 
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 la colonne qui lui corresponde de la matrice N. On observe que 
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 S’il existe  j tel que 
[image: image208.wmf]0

<

D

j

  et le vecteur 
[image: image209.wmf]j

j

a

B

1

-

=

a

 a tous les composantes plus petites ou égales à zéro 
[image: image210.wmf]0

)

(

(

£

i

j

a

 pour 
[image: image211.wmf])

,

,

2

,

1

m

j

K

=

 alors la fonction objectif f n’est pas bornée supérieur dans l’ensemble des solutions admissibles. Vraiment, on vérifie immédiatement que pour chacun 
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est de même un solution admissible de la problème de programmation linéaire considéré. En choisissant un t suffisamment grand, on constate que la problème a des solutions admissibles non bornées (
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Est possible et le cas suivant. Parmi les composantes du vecteur 
[image: image221.wmf]j

j

a

B

1

-

=

a

 (correspondant à la différence
[image: image222.wmf]0

<

D

j

) sont des grandeurs positives. Soit 
[image: image223.wmf]0

<

D

s

 et
[image: image224.wmf]0

)

(

>

i

s

a

, ou i est un nombre naturel, égal avec l’un des nombres 1,2, . . ., m. En ce cas 
[image: image225.wmf]s

N

x

)

(

 ne peut pas prendre des valeurs arbitraires, parce que pour 
[image: image226.wmf]s

i

¹

nous avons 
[image: image227.wmf]0

)

(

=

i

N

x

et


[image: image228.wmf]
[image: image229.wmf]s

N

s

B

x

x

)

(

a

b

-

=


mais


[image: image230.wmf]s

N

s

B

x

c

f

)

(

)

,

(

D

-

=

b

.

De la condition d’admissibilité 
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obtiendrions un autre solution admissible avec
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On peut démontrer (vois, par exemple, [2,3]) que cette solution distingue un solution de base admissible qui corresponde à une nouvelle matrice basique
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¢

. La matrice 
[image: image237.wmf]B

¢

s’obtienne de la matrice précédente B par le remplacement de la sienne colonne k par le vecteur
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Le chois (4) n’assure pas que la solution de base
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est un solution de base admissible, c’est-à-dire 
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Par conséquent, sont possibles les cas suivantes:
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2. Si existe un indice j tant que 
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 sont plus petits ou égaux à zéro, alors le problème de programmation linéaire (3) n’admette un maximum finit.

3. Si existe au moine un 
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 ont les composantes positives, on va déterminer une nouvelle solution admissible de base à l’aide de la formule (5).

3.3 Algorithme simplexe

En base de celles démontré au-dessus, dans section 3.2, l’organisation des calcules peut être faire dans des différant modes. Ainsi s’obtiennent des diverses variantes de la méthode simplexe. Nous nous arrêterions sur l’une d’elle [9]. Cette variante de l’algorithme simplexe, décrit au-dessous, s’utilise dans la majorité des programmes spéciaux pour la résolution des problèmes de programmation linéaire à l’aide des moyennes techniques de calcul. En pratique les problèmes avec un caractère concret ont un nombre, en général, suffisamment grand des variables et des restrictions et peuvent être résolues seulement à l’aide des machines de calcul.

Soit un problème de programmation linéaire sous la forme explicite (3), ainsi on connaît une matrice basique B tel que le vecteur
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est une solution de base admissible de la problème de programmation linéaire donnée. Alors les pas d’algorithme simplexe sont les suivantes:

Pas 1. On détermine le vecteur 
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Le calcule de ce vecteur est équivalent à la résolution du système des équations linéaires
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Pas 2. On calcule le produit scalaire
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Pas 3. On étudie les signes des différences
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b) S’il existe au moine un j pour lequel
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et on passe au pas suivant.

Pas 4. On détermine le vecteur 
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donc, on résolve le système des équations linéaires
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Pas 5. On étudie les composantes du vecteur
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b) En cas contraire on détermine
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et on passe au pas 6 d’algorithme.

Pas 6. On forme une nouvelle matrice basique 
[image: image271.wmf]B

¢

tel qu’au lieu de la colonne k de la matrice B on écrit la colonne 
[image: image272.wmf]s

a

 de la matrice N et on calcule la solution de base admissible qui corresponde à nouvelle matrice basique 
[image: image273.wmf]B

¢

 , où 


[image: image274.wmf]i

s

i

s

N

x

)

(

)

(

a

b

=

 et 
[image: image275.wmf]0

)

(

=

s

B

x

.

On revienne au premier pas d’algorithme. L’algorithme se répète jusqu’à moment quand s’obtiendra une solution optimale (Pas 3) ou s’établit que la fonction objectif n’est pas bornée supérieur sur l’ensemble des solutions admissibles (pas 5, a).


Exemple. Utilisons l’algorithme simplexe pour la résolution du problème de programmation linéaire
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En préalable transformons ce problème à la forme standard, ainsi:
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La matrice du système des équations est
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et a le 
[image: image280.wmf]3

)

(

=

A

rang

.

Choisissons
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Pas 1.
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Pas 2.
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Pas 3. Ainsi 
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Pas 4. 
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Pas 5. 


[image: image294.wmf]

EMBED Unknown[image: image295.wmf]2

1

2

0

)

(

)

(

1

5

,

1

2

min

)

(

min

a

b

a

b

a

=

þ

ý

ü

î

í

ì

=

þ

ý

ü

î

í

ì

>

i

s

i

i

i

s

.

Pas 6. 
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La matrice 
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s’obtienne de la B, en remplaçant la deuxième colonne par le vecteur
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On calcule
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et il se revienne au premier pas avec 
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Pas 2. 
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Pas 3. Parce que
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Pas 4.
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Pas 5. On calcule
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Pas 6. Au lieu de la troisième colonne de la matrice B on écrit le vecteur a1 
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En reprenant l’algorithme simplexe avec 
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Pas 2.
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Pas 3. Parce que 
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, la solution de base admissible obtenu 
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L’observation 1. Si en cours d’application d’algorithme simplexe la solution de base admissible obtenu est dégénérée (contienne des composantes non nulles au moins que le nombre des restrictions), alors est possible une cycle; on peut revenir à une solution de base trouvé antérieurement. Soulignions le fait que la dégénération n’implique pas obligatoirement le cycle. Pour éloignement du cycle on procède dans un mode spécial (s’applique la technique de perturbation ou la méthode lexicographique; vois les travaux [5, 6, 13, 23, 28]). Quoique beaucoup de problèmes pratiques sont dégénérés, peut d’elles sont cycliques. Dans la littérature de spécialité sont connues des exemples des cycles, mais elles sont construit avec difficulté.

L’observation 2. L’algorithme simplexe assure la convergence vers la solution optimale dans un nombre finit de pas. Vraiment, du fait qu’un problème de programmation linéaire a seulement un nombre finit des solutions de base admissibles non dégénérées après un nombre finit des itérations on va arriver soit à une solution optimale, soit à la conclusion que la fonction objectif n’est pas bornée supérieur sur l’ensemble des ses solutions admissibles.

L’observation 3. En moment quand 
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 résulte que la fonction objectif ne peut pas croître. Si pour une variable non basique xk nous avons
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, alors en cas quand sur la colonne “k” est possible de choisir un pivot 
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 dans le pas suivant nous obstinerions une nouvelle solution optimale qui donne la même valeur pour la fonction objectif. En faisant une combinaison linéaire convexe des solutions optimales trouve, s’obtient l’ensemble des toutes les solutions optimales.

3.4 Tableaux simplexe 

Si le problème de programmation linéaire n’est pas grand, on peut organiser les calcules après l’algorithme simplexe a l’aide des tableaux appelé tableaux simplexe. 

Soit donnée un problème de programmation linéaire à la forme explicite (vois 3.2.):
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où matrice basique B est supposé égale avec la matrice unité I. Supposerions encore que les thermes libres 
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la  solution admissible de base est
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. Avec ces données peuvent construire le tableau suivant qui s’appelle tableau simplexe:
	Variables de base
	β
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Chaque ligne de ce tableau corresponde à l’équation, qui représente les variables de base
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Si toutes les différences 
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 serait une solution optimale. En cas contraire on choit la colonne pivot la colonne 
[image: image417.wmf]S

a

 de la variable non basique 
[image: image418.wmf]S

N

x

)

(

 pour laquelle 
[image: image419.wmf]S

D

 est la plus petite:


[image: image420.wmf]0

min

<

D

D

=

D

j

j

j

S


On étudie les composantes du vecteur
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 alors problème de programmation linéaire n’admette pas un maximum finit. Si le vecteur 
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La ligne k s’appellera la ligne pivot. Si la valeur minimale est atteinte pour quelques indices k, alors on choit l’un d’eux.

A cette étape s’exclue la variable 
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 de l’ensemble des variables de base, en introduisant au lieu d’elle la variable 
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 et on passe au tableau suivant. Le passage d’un tableau à l’autre consiste en calcul des composantes des vecteurs qui ne font pas partie de la base et des différences correspondantes. Notons les éléments du tableau suivant avec 
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 Ces élément peuvent être obtenues facilement après une règle qui s’appelle “la règle du rectangle”: on forme un rectangle, en ayant un sommeil dans l’élément qui se calcule, et l’élément pivot est situé dans le sommeil diamétralement opposé. 

La nouvelle valeur de l’élément calculé serait égale au produit entre la vieille valeur et l’élément pivot, duquel on soustrait le produit des autres sommeils du rectangle, le résultat est divisé au pivot:
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Les éléments de la ligne pivot se divisent avec le coefficient 
[image: image434.wmf](

)

k

s

a

 mais pour les éléments situés sur la colonne du pivot nous avons 
[image: image435.wmf](

)

0

'

=

i

s

a

 pour 
[image: image436.wmf]k

i

¹

 et 
[image: image437.wmf](

)

k

s

a

'

. 

Exemple. Considérons le problème suivant de programmation linéaire


[image: image438.wmf]max

3

3

2

1

®

+

+

-

=

x

x

x

f


avec les contraintes: 
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En utilisant les variables de compensation 
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 transformons le problème de programmation linéaire à la forme standard avec les termes libres non négatifs : 

[image: image441.wmf]ï

ï

ï

þ

ï

ï

ï

ý

ü

=

³

=

+

+

=

+

-

+

-

=

+

+

-

®

+

+

+

+

+

-

=

.

6

,

,

2

,

1

,

0

,

5

         

          

3

  

,

2

   

2

4

,

1

 

          

2

   

max

0

0

0

6

3

1

5

3

2

1

4

3

2

1

6

5

4

3

2

1

K

i

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

f

i


On observe que le système des équations de la problème standard est explicite par rapport aux inconnues 
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	Variables  de base
	
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	X6
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Dans ce tableau la dernière ligne contienne deux différences négatives: 
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 Ce signifie que la solution initiale de base 
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 n’est pas optimale.

On choit comme colonne pivot, la colonne formé des coefficients 
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  de la variable non basique 
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 En conséquence l’élément pivot serait
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. En appliquant la méthode décrite au-dessus obtiendrions la suivante succession de trois tableaux simplexe.
	Etape
	Variables  de base
	β
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	X6
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Toutes les différences 
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 du dernier tableau sont non négatives, le fait qui semailles que l’algorithme simplexe est arrivé à la dernière étape. En conséquence, nous avons une solution optimale 
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 et une valeur optimale de la fonction objective
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Observation. S’il existe plus d’un rapport minimum
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alors on peut choisir comme élément pivot 
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. Solution de base obtenue aurait dégénéré. En ce cas est possible que la valeur de la fonction objectif ne soit pas modifiée en cours des quelques étapes successives et revenons à l’une des solutions de base admissibles par les quelles nous avons passé déjà. Cette situation s’appelle cyclique; l’algorithme simplexe peut être continué jusqu’à l’infini sans conduire aux solutions. Voilà pourquoi se suppose non-dégénération dans l’application d’algorithme simplexe. Le finissage d’algorithme simplexe est assure pour les problèmes de programmation linéaire non dégénérés (ayant tous les solutions de base non dégénérés). Soulignions encore une fois le fait que dégénération (l’existence au mois d’une solution de base dégénéré) n’implique pas obligatoirement le cycle. Quoique beaucoup de problèmes pratiques sont dégénérés, aucune n’a pas fait le cycle jusqu’au moment et les exemples avec les cycles ont été construites avec la difficulté. Dans le cas de dégénération se procède    dans un mode spécial pour éviter le phénomène du cycle, en utilisant soit la technique de perturbation, soit la méthode lexicographique (vois par exemple [2,6,9,11]).

3.5 Détermination de la solution initiale de base

D’après ce qu’ont été établit dans le paragraphe 3.3, pour la résolution d’un problème de programmation linéaire se passe d’une solution de base initiale et en utilisant l’algorithme simplexe, on arrive à une solution optimale. Pas chaque matrice B de la décomposition 
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 par conséquent il faut continuer avec une autre matrice B. Le nombre des essais peut être très grand. Au plus, dans le cas quand l’ensemble des solutions admissibles est vide alors n’existe pas une matrice B qui nous pourra donner une solution de base admissible.

Considérons un problème de programmation linéaire sous la forme standard
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où A est une matrice de la dimension 
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 avec –1. Faisons une associations avec le problème (1) le problème suivant de programmation linéaire
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Les variables 
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. Par conséquent nous pouvons appliquer l’algorithme simplexe pour la résolution du problème (2).
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Dans ce mode peuvent être éliminés successivement parmi les variables basiques du tableau simplexe final tous les variables artificielles, après quoi on peut continuer l’algorithme simplexe avec la solution de base admissible 
[image: image496.wmf]*

x

 pour le problème (1). 

Si
[image: image497.wmf](

)

0

min

>

g

, en ce cas au moine un 
[image: image498.wmf]0

*

>

i

y

 et, donc, le problème (1) n’a pas des solutions admissibles et donc aucune solution optimale. 

Cette méthode s’appelle encore méthode des deux phases. Une autre méthode est la méthode de la pénalisation,  qui consiste en résolution du problème suivant
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où M est un nombre réel suffisamment grand.

Le problème (3) a une solution de base admissible
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 le problème (1) n’a pas des solutions admissibles. Si le problème (3) a la fonction objectivement non bornée supérieur alors le problème (1) n’a pas des solutions optimales (n’a pas des solutions admissibles ou la fonction objectif n’est pas bornée supérieur). 

4. Dualité en programmation linéaire

4.1 Problèmes duals symétriques

Soit un problème de programmation linéaire sous forme
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Associons au problème (P) un autre problème de programmation linéaire définit par
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où 
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Etant données le problème (P), appelé problème primal, problème (D) s’appellera le problème duale associé au problème (P).

Exemple. Ecrivez le problème duale au problème:
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Nous avons le problème duale
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Si on transforme le problème (D) dans un problème de minimum, en écrivent-il sous la forma
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(DI)

et construisons la duale du problème (DI) alors le problème duale associé au tel d’au-dessus sera le problème (P). Nous pouvons dire que les problèmes (P) et (D) constituent une paire des problèmes duaux l’une a l’autre. Ces problèmes (P), (D) s’appellent encore duaux symétriques.
4.2 Théorème duales de la programmation linéaire

Entre les problèmes primals et dual peuvent être établit des relations qui peuvent être de beaucoup de fois très utiles comme de point de vu pratique aussi et de point de vu théorique.
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Théorème 2. Si 
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Donc 
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Théorème 3 (Théorème de la dualité). Si le problème primale 
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alors 
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Mais 
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pour chaque solution admissible y, ainsi 
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Le problème primale 
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Théorème 4 (Théorème des écartes complémentaires). Pour que deux solutions admissibles 
[image: image596.wmf]*

x

 et 
[image: image597.wmf]*

y

 des problèmes duaux 
[image: image598.wmf](

)

P

 et respectivement 
[image: image599.wmf](

)

D

 soient des solutions optimales est nécessaire et suffisant que ces solutions vérifient les relations:


[image: image600.wmf](

)

0

*

*,

=

-

b

Ax

y

,


[image: image601.wmf](

)

0

*

*,

=

-

c

y

A

x

t

.

Démonstration. Nécessité. Soit 
[image: image602.wmf]*

x

 et  
[image: image603.wmf]*

y

 solutions optimales du problème duale 
[image: image604.wmf](

)

P

 et respectivement
[image: image605.wmf](

)

D

. On peut écrire


[image: image606.wmf](

)

(

)

*

,

*

,

x

c

y

b

=


et

[image: image607.wmf](

)

(

)

*

*,

*

*,

x

y

A

Ax

y

t

=

.

D’où
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Suffisance. Réciproquement, si 
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 solution optimale du problème duale 
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4.3 Algorithme simplexe dual

L’application d’algorithme simplexe à la résolution du problème duale ne conduit pas a un nouvel algorithme de résolution des problèmes de programmation linéaire, appelé l’algorithme simplexe dual. L’algorithme simplexe dual construise une succession des solutions de base du problème primal tant que la première solution de base admissible est une solution optimale du problème. Pour le commencement décririons le procédé de trouver une solution optimale à l’aide de la méthode simplexe, qui corresponde à la résolution optimale du problème primal.

Soit 
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 solution optimale du problème primal
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De la démonstration du théorème de dualité (voir 4.4.2.) on déduit immédiatement que le vecteur
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est une solution optimale du problème duale
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En langage des tableaux simplexe ça signifie que les coordonnées du vecteur 
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 sont situées dans la dernière ligne du tableau simplexe qui correspond au vecteur unité.

Exemple. Etant donné le problème primal: 
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avec les contraintes:
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problème duale sera:
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On applique l’algorithme simplexe au problème primal transforme à la forme standard et on obtient la succession suivante des tableaux simplexe.
	Eta-pe
	Variables de base
	β
	x1
	x2
	X3
	x4
	x5
	min

β

	I
	x4
	1
	1
	1/2
	1
	1
	0
	1

	
	x5
	2
	1
	2
	[3]
	0
	1
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	II
	x4
	1/3
	[2/3]
	1/6
	0
	1
	-1/3
	
[image: image637.wmf]3

/

1



	
	x3
	2/3
	1/3
	2/3
	1
	0
	1/3
	2
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	III
	x1
	1/2
	1
	1/4
	0
	3/2
	-1/2
	

	
	x3
	1/2
	0
	7/12
	1
	-1/2
	1/2
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Solution optimale du problème primal est 
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. Conformément au tels mentionné au-dessus, la solution optimale du problème duale se trouve dans la dernière ligne des tableaux simplexe: 
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. Pour les deux problèmes, la fonction d’efficacité à la valeur
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Passons à la description d’algorithme simplexe dual. Considérons un problème de programmation linéaire en forme explicite (avec les notations précédentes): il faut déterminer la valeur maximale de la fonction
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dans les contraintes  suivantes 
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On dit que le problème de programmation linéaire est admissible dual s’il est en forme explicite et les différences 
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 sont négatives. En cas, quand la matrice de base B coïncide avec la matrice unité I, alors le problème est dual admissible si les coefficients de la fonction objectif sont non-positifs.

Supposons que 
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s’appelle solution admissible dual du problème.

L’algorithme simplexe dual est un algorithme simplexe appliqué à la duale sans construire le problème dual. Cet algorithme exécute cyclique la successions suivante de pas.

Pas 1. Le choix de la  ligne pivot p. 

On détermine l’indice p tant que 
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En cas quand
[image: image651.wmf]i

i

"

³

,

0

b

, alors la solution de base disponible est une solution optimale du problème de programmation linéaire. ARRET.

Pas 2. Le choix de la colonne pivot.

Dans la ligne p on cherche des éléments 
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 et on détermine l’élément avec l’indice q pour lequel 
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et on décide l’élimination parmi des composants de la solution de base d’inconnue xp et le remplacement de lui avec la variable xq.

Si tous
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, alors le problème considéré n’a pas des solutions admissibles. ARRET.
Pas 3. On exécute les transformation élémentaires nécessaires dans le tableau simplexe associé au problème, avec le pivot 
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, après les règles d’algorithme simplexe et on revienne au pas 1. 

Exemple. Soit le problème de programmation linéaire
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En transformant ce problème à la forme standard on obtient le problème de programmation linéaire
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dans les contraintes
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Ce problème est sous la forme dual admissible et en lui appliquant l’algorithme simplexe dual on obtient la succession suivante des tableaux simplexe:
	Eta-pe
	Variables de base
	β
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	x6
	x7
	min

β

	I
	x4
	-1
	-2
	-1
	1
	1
	0
	0
	0
	

	
	x5
	-2
	[-1]
	1
	0
	0
	1
	0
	0
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	x6
	0
	-3
	0
	-1
	0
	0
	1
	0
	

	
	x7
	-1
	0
	-1
	-2
	0
	0
	0
	1
	

	
	Δj
	0
	1
	3
	1
	0
	0
	0
	0
	

	
	-Δj/(αj)p
	1(
	
	
	
	
	
	
	

	II
	x4
	3
	0
	-3
	1
	1
	-2
	0
	0
	

	
	x1
	2
	1
	-1
	0
	0
	-1
	0
	0
	

	
	x6
	6
	0
	-3
	-1
	0
	-3
	1
	0
	

	
	x7
	-1
	0
	-1
	[-2]
	0
	0
	0
	1
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	Δj
	-2
	0
	4
	1
	0
	1
	0
	0
	

	
	-Δj/(αj)p
	4
	1/2(
	
	
	
	
	
	

	III
	x4
	5/2
	0
	5/2
	0
	1
	-2
	0
	1/2
	

	
	x1
	2
	1
	-1
	0
	0
	-1
	0
	0
	

	
	x6
	13/2
	0
	7/2
	0
	0
	-3
	1
	-1/2
	

	
	x3
	1/2
	0
	1/2
	1
	0
	0
	0
	-1/2
	

	
	Δj
	-5/2
	0
	7/2
	0
	0
	1
	0
	1/2
	


Par conséquent la solution optimale du problème considéré est 
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Avant finir ce compartiment, soulignions le fait que l’algorithme simplexe dual ne constitue pas les méthodes uniques de résolution des problèmes de programmation linéaire. Avec les autres méthodes de résolution on peut faire la connaissance dans les ouvrages [5, 6, 11, 13, 16, 17, 23, 25, 28].

L’algorithme simplexe a été créé en 1947 de George Dantzing (S.U.A.) et après ce qu’on avait vu, consiste en parcours des sommeils du polyèdre des solutions admissibles, en s’approchant toujours de la solution optimale, jusqu’au moment quand elle est atteinte dans un sommeils du polyèdre. Dans les années ’70 on a constate que dans certains cas l’algorithme simplexe fonction en temps non-polynomial (le temps de calcul n’est pas une fonction polynomiale). En 1979 le savant L.G.Khachian a propose un algorithme appelé méthode d’ellipsoïde. En cet algorithme est parcouru un ensemble finit des ellipsoïdes, tant que le centre du dernier ellipsoïde corresponde à une solution optimale et son temps de calcul este polynomial. Plus tard, en 1984, par N. Karmarkar (la savant indien établit en EU) a été lancé une méthode originale de résolution des problèmes de programmation linéaire, qui considérablement dépasse en rapidité les méthodes vieilles. La stratégie du Karmarkar consiste en reformulation du problème de chaque foi, tant qu’on obtienne un ensemble finit de points situes dans le centre des polyèdres des solutions admissibles. Pour les détails en ce qui concerne les méthodes de Khachian et Karmarkar le lecteur doit voir la monographie [28], ainsi que le ouvrage de Karmarkar N.A. New Polinomial-Time Algorithm for Linear Programming. Bell AT&T Laboratories 1984, 38 p.
5. Résolution des problèmes de transport
5.1 Préliminaires
Les premières applications de la méthode de programmation linéaire en résolution des problèmes de planification les ont constitués les problèmes de transport. En 4.2.2. a été exposé le problème de transport comme un exemple de programmation linéaire. Ces problèmes se rencontrent très souvent en pratique avec l’occasion de distribution des produits, de la répartition entre les divers consommateurs etc. On dit qu’un problème d’optimisation est un problème de type transport, si son model mathématique peut être présenté en mode suivant : déterminer la valeur minimale de la fonction
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dans les conditions:
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Les donnes du problème de transport peuvent être présentés sous la forme suivante les tableaux appelés matrice de transport:
	Bj

Ai
	B1
	B2
	…
	Bn
	i

	A1
	
	c11
	
	c12
	…
	
	c1n
	a1

	
	x11
	x12
	
	x1n
	

	A2
	
	c21
	
	c22
	…
	
	c2n
	a2
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	Am
	
	cm1
	
	cm2
	…
	
	cmn
	am

	
	
	
	
	
	

	bj
	b1
	b2
	…
	bn
	T


Dans le tableau par T est noté la valeur commune des 
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. Cette condition s’appelle condition d’équilibre. Si elle n’est pas réalisée, alors on peut introduire un centre fictif et réduire en ce mode le problème à un problème de transport équilibré. Vraiment, soit 
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Alors on introduit une ligne 
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on introduit une colonne 
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. Ainsi dans les deux situations on arrive à  la forme équilibrée.

Problème de transport est un cas particulier de programmation linéaire, qui peut être résolu par l’algorithme simplexe. Grâce à leur forme particulière, la résolution on peut faire par la méthode spéciale. En suit montrerons une variante d’algorithme simplexe appelé méthode des potentielles. Avant de passer à  la description de cette méthode montrerons le procédé de détermination de la solution initiale de base.

5.2 Détermination de la solution initiale de base 

Dans un problème de transport, le système des équations des conditions avec m+n-1 équations indépendantes. Vraiment, le nombre de restrictions est m+n. Résolvons chaque une équation, en commencent avec la deuxième, du système
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 par rapport avec la variable xi1:
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En mode analogue résolvons chaque une équation, en commencent avec la deuxième, du système 
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Des premières équations des systèmes mentionnés nous avons 
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d’où on déduit que
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c’est-à-dire on obtienne la condition d’équilibre.

Par conséquent, de la condition d’équilibre résulte que système des équations – restrictions peut être résolu par rapport avec m+n-1 les variables. Donc une solution de base a au plus m+n-1 composantes 
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 , les autres seront nulles. Si nous avons moins de m+n-1 des composantes positives, solution de base est dégénérée.

Pour la détermination d’une solution initiale de base exceptant les méthodes connues de la  programmation linéaire, sont connues et méthode spécifiques: le procédé du coin Nord-Ouest, le procédé de l’élément minimale (du tableau, de la ligne ou de la colonne). Ces procédés ne nécessite pas une théorie spéciale et nous illustrerons avec leur application en cas de la résolution du problème concrète de transport avec trois centres de production 
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 dans lequel se trouvent les quantités 90t, 70t et respectivement 50t et qui doivent être transporte en quatre centres de consume 
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 en quantités 80t, 60t, 40t et respectivement 30t. Le coût des transports des centres 
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 aux centres 
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 est présenté dans la matrice de transport.
	Bj

Ai
	B1
	B2
	B3
	B4
	ai

	A1
	
	2
	
	1
	
	3
	
	2
	90

	
	80
	10
	-
	-
	

	A2
	
	2
	
	3
	
	3
	
	1
	70

	
	-
	50
	20
	-
	

	A3
	
	3
	
	3
	
	2
	
	1
	50

	
	-
	-
	20
	30
	

	bj
	80
	60
	40
	30
	210


Le procédé du coin Nord-Ouest de détermination de la solution initiale de base consiste dans suivantes. Dans le carré, qui s’appelle encore caisse, (1,1) du coin Nord-Ouest de la matrice de transport on passe la valeur 80 égale avec le plus petit entre a1 et b1 ainsi que
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. Parce que nous avons reparties la quantité de produit nécessaire dans la première colonne se passent
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. Dans la matrice de transport, dans ces caisses écrirons le symbole “-”. Les caisses dans lesquelles est passe ce symbole s’appelle les caisses libres.

En suit, fixons l’attention sur 
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 du coin haut - gauche du tableau forme par les colonnes B2 et B3 et procédons en mode analogue comme pour 
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 a été repartie aux centres B1 et B2 nous avons
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Reste un tableau forme des lignes A2, A3 et les colonnes B2, B3 et B4. Pour ce tableau s’applique de nouvelle le procédé décrit: 
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Solution initiale de base est 
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Détermination de la solution initiale de base à l’aide de procédé d’élément minimale (du tableau, de la ligne ou de la colonne) est faite en mode semblable, sauf que chaque fois les valeurs ne se passent pas dans le coin nord-ouest, mais dans les caisses avec le coût minimal (du tableau, de la ligne respectivement colonne).

Par exemple, en utilisant le procédé d’élément minimale dans la ligne en problème de transport précèdent, on obtient le tableau suivant :
	Bj

Ai
	B1
	B2
	B3
	B4
	ai

	A1
	
	2
	
	1
	
	3
	
	2
	90

	
	30
	60
	-
	-
	

	A2
	
	2
	
	3
	
	3
	
	1
	70

	
	40
	-
	-
	30
	

	A3
	
	3
	
	3
	
	2
	
	1
	50

	
	10
	-
	40
	-
	

	Bj
	80
	60
	40
	30
	210


On choisi dans chaque ligne l’élément 
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 le plus petit et on le reparti dans la caisse correspondante la plus petite quantité parmi les quantités disponibles 
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 et tels nécessaires
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 immédiatement supérieure de 
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. Cette valeur est donnée par 
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. On constate que pour prendre arbitrairement n’importe quelle entre les elles. Par exemple, si on choisi la caisse (1,1), alors destinerons pour 
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 la valeur 30 égale avec 
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En suit on procède en mode similaire avec les autres lignes restes. On obtienne la solution initiale de base suivante: 
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. Valeur de la fonction devienne:
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Le procédé d’élément minimal dans la colonne est semblable au procédé d’élément minimal dans la ligne, mais les valeurs 
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 sont déterminées en base de la valeur minimale des éléments 
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 qui se trouvent dans chaque colonne. Le résultat d’application du ce procédé mène à la solution de base initiale montre dans le tableau suivant:
	Bj

Ai
	B1
	B2
	B3
	B4
	ai

	A1
	
	2
	
	1
	
	3
	
	2
	90

	
	80
	10
	-
	-
	

	A2
	
	2
	
	3
	
	3
	
	1
	70

	
	-
	50
	-
	20
	

	A3
	
	3
	
	3
	
	2
	
	1
	50

	
	-
	-
	40
	10
	

	bj
	80
	60
	40
	30
	210


La valeur de la fonction d’efficacité est:
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Le procédé d’élément minimal du tableau consiste en répartition des quantités aux destinataires après le critère d’élément 
[image: image740.wmf]ij

c

 minimal du tableau. L’application du ce procédé donne une solution de base initiale qui coïncide avec la telle obtenu par le procédé d’élément minimal dans la ligne ou avec la telle indique dans le tableau suivant:

	Bj

Ai
	B1
	B2
	B3
	B4
	ai

	A1
	
	2
	
	1
	
	3
	
	2
	90

	
	80
	10
	-
	-
	

	A2
	
	2
	
	3
	
	3
	
	1
	70

	
	-
	50
	-
	20
	

	A3
	
	3
	
	3
	
	2
	
	1
	50

	
	-
	-
	40
	10
	

	Bj
	80
	60
	40
	30
	210


La valeur de la fonction d’efficacité sera :

(4 = 2(30 + 1(60 + 2(50 + 3(20 + 2(20 + 1(30 = 350.
Les solutions de base initiales obtenues par les quatre procédés ne coïncide pas et 

(1 = 450, (2 = 340 , (3 = 430, (4 = 350.

Les résultats obtenus pour le problème considéré ne peuvent pas constituer une conclusion en avantage d’utilisation d’un ou de l’autre procédé décrit.

Observation: En exemple donné m = 3, n = 4. Par les procédés présentés au-dessus nous avons obtenu m + n – 1 = 6 valeurs strictement positives pour xij, et les autres m(n – (m + n – 1) = 12 – 6 = 6 sont égales à zéro. On démontre (voir, par exemple, [6]) que, en cas général, pour m centres de stockage et n centres de destination à l’aide des procédés décrits au-dessus nous pouvons déterminer au plus m + n – 1 valeurs des inconnues xij strictement plus grandes que zéro. Ces variables s’appellent variables de base et détermine une solution initiale de base. De cette solution initiale de base établit par l’un des procédés prévus, on peut passer à une autre solution de base et ainsi de suite, jusqu’au moment quand on obtient la solution optimale. En suit décrirons la méthode appelée méthode des potentiels et laquelle est une variante de l’algorithme simplexe.

5.3 Méthode des potentiels

Théorème. Soit 
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 une solution optimale du problème de transport. A chaque ligne 
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 de la matrice de transport corresponde un nombre 
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 tant que sont satisfaites les relations:
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Démonstration. Le problème de transport peut être considéré comme un problème dual du problème de programmation linéaire suivante :
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avec les restrictions
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Si 
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est une solution optimale du problème d’au-dessus alors, conformément à  al théorème des écartes complémentaires (voir 4.2), condition nécessaire et suffisante que, x *ij , u* et vj soient optimales est donnée par le relations 

(u*i + v*j – cij)(x*ij =  0, i=1,2,...,m;  j=1,2,...,n.

Du fait que u*i , v*j sont des  solutions admissibles pour le problème dual suive que

u*i + v*j – cij ( 0,  i=1,2,...,m; j=1,2,...,n,

les relations qui en ensemble avec les relations d’au-dessus démontre la théorème.

Les grandeurs ui şi vj s’appellent potentiels des centres Ai et Bj .

Reprendrons l’exemple de 5.2 et analysons la solution initiale de base obtenue par le procédé du coin nord-ouest pour les cas optimale. Pour cela, au centre de consommation Bj , j=1,2,3,4 – le potentiel vj. 
	Bj

Aj
	B1
	B2
	B3
	B4
	ai

	A1
	80
	2
	10
	1
	(
	3
	(
	2
	90

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	A2
	(
	2
	50
	3
	20
	3
	(
	1
	70

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	A3
	(
	3
	(
	3
	20
	2
	30
	1
	50

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	bj
	80
	60
	40
	30
	210


Conformément à  la théorème démontrée au-dessus pour les caisses occupes nous avons:
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Donc, pour déterminer les potentiels il faut résoudre un système des six équations avec sept inconnues, qui ont une infinité des solutions. En prenant dans ce système des équations, par exemple, u1= 0, obtenons v1 = 2, v2=1,u2 =2, u3 =1, v3 =1, v4 =0. Calculons les différences ui + vj ( cij pour les caisses libres de la matrice de transport: 

· pour la caisse  (1,3): u1 + v3 (  c13 =  ( 2 < 0;

· pour la caisse  (1,4): u1 + v4 (  c14 =     0 (  0;

· pour la caisse  (2,1): u2 + v1 (  c21 =     2 > 0;

·  pour la caisse  (2,4): u2 + v4 (  c24 =     1 >0;

·  pour la caisse (3,1): u3 + v1 (  c31 =     0 (  0;

· pour la caisse (3,2): u3 + v2 (  c32 =  ( 1 < 0; 

On observe que u2  + v1 ( c21 et u2 + v4 ( c24, donc, la solution initiale de base n’est pas optimale. Pour améliorer la valeur de la fonction d’efficacité, il faudra élaborer un nouvel tableau, qui représente de même une solution de base admissible et laquelle conduit a une valeur plus petite que la fonction d’efficacité. 

Déterminons
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Ca signifie que dans la caisse (2.1) introduisons une quantité quelle conque (. L’introduction doit être effectue en façon que dans la deuxième ligne d’un x2j, j = 2,3,4 il faut soustrait ( pour ne modifier pas le disponible a2 et dans la colonne j il faut additionner ( pour ne modifier pas le nécessaire bj et ainsi de suite, jusqu’au moment quand se ferme le cycle dans la caisse (2,1).

S’appelle cycle dans la matrice de transport une ligne brisée fermée, les sommeils de laquelle sont situe dans les caisses occupées, et segments ( au long des lignes ou des colonnes de la ligne. Du chaque sommeil du cycle on peut arriver dans n’importe quel autre sommeil des segments de la ligne brisée.
 S’appelle cycle de recalcule de la caisse libre (i,j) un cycle, pour lequel l’un des sommeils est situé dans les caisses occupés. A chaque sommeil du cycle de recalcule on attribue le signe (+( ou ((( après la règle suivante : à la caisse libre (i,j) choisi s’attribue le signe (+(, à  la caisse - sommeil  voisine  – le signe (((, au sommeil suivant ( le signe (+( et a.d.s. 

Pour a construire une nouvelle solution de base dans le cycle de recalcule dans les caisses avec le signe (+( additionnons la valeur (, mais dans les caisses avec le signe ((( soustrairons (.Pour que tous les valeurs xij situés dans les caisse ( sommeils sera non-negatives, ( est choisi égal avec la valeur, minimale des caisse ( sommeils avec le signe attribué (((. Revenons à  l’exemple d’au-dessus et étudions le cycle de recalcule pour la caisse libre(2,1). Nous avons le cycle de recalcule suivant avec les caisses ( sommeils (1,1); (1,2); (2,1); (2,2) :



	(
80
	2
	+

         +(
10
	1

	
	
	
	

	+(
        +(
	2
	(
50

          ((
	3

	
	
	
	


La valeur de ( est égale avec min (80,50) = 50. Par conséquent, nous avons le tableau suivant:
	Bj

Aj
	B1
	B2
	B3
	B4
	ai

	A1
	30
	2
	60
	1
	(
	3
	(
	2
	90

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	A2
	50
	2
	(
	3
	20
	3
	(
	1
	70

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	A3
	(
	3
	(
	3
	20
	2
	30
	1
	50

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	bj
	80
	60
	40
	30
	210


Obtenons une nouvelle solution de base x11= 30, x12 = 60, x21 =50,  x23 = 20,  x33 =20,  x34 =30. Par rapport à cette solution la valeur de la fonction d’efficacité est ( =350.

Vérifions si cette solution est optimale. Nous avons le système suivant :
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En prenant u1  = 0 , on obtient u2 = 0 ,u3= -1, v1 =2, v2 =1,v3=3, v4 =2.

Calculons 
[image: image754.wmf](
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pour les caisses (1,3), (1,4), (2,2), (2,4), (3,1), (3,2). Nous avons une seule caisse (2,4) avec u2+ v4 – c24 =1( 0. Donc, cette solution n’est pas optimale.

Passons à une nouvelle solution de base. Pour cela effectuons une répartition, en utilisant un nouvel cycle de recalcule pour la caisse (2,4) avec ( = min(20,30) = 20:
	(
20         ((
	3
	+

+(
	1

	
	
	
	

	20

       +(
	2
	(
30

    ((
	1

	
	
	
	


Nous avons le tableau suivant:

	Bj

Aj
	B1
	B2
	B3
	B4
	ai

	A1
	30
	2
	60
	1
	(
	3
	(
	2
	90

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	A2
	50
	2
	(
	3
	(
	3
	20
	1
	70

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	A3
	(
	3
	(
	3
	40
	2
	10
	1
	50

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	Bj
	80
	60
	40
	30
	210


Donc obtenons une nouvelle solution de base x11 = 30, x12= 60, x21 =50, x24=20, x33=40, x34=10  avec le coût total  f =330.

Vérifions si cette solution est optimale. Conformément aux tels exposes au-dessus, nous avons le système suivant : 
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En ce cas u1= 0, u2= 0, u3= 0, v1= 2, v2= 1, v3=2, v4= 1. Constatons que pour les caisses libres
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donc solution obtenu est optimale.

La méthode qui est décrite au-dessus est connue sous comme la méthode des potentiels. Le nombre des itérations nécessaires pour obtenir la solution optimale dépende de la solution initiale de base, ainsi du procédé de détermination d’elle.

Observation importante. La méthode des potentiels décrite en variante d’au-dessus nécessite que tous les solutions de base seront non-dégénéré, c’est-à-dire d’avoir chaque fois exactement m+n-1 des caisses occupées. Si à un moment on obtient une solution de base dégénérée (avec moins que m+n-1 des caisses occupées), alors existe des caisses libres pour lesquelles on ne peut pas déterminer aucun cycle de leur recalcule. En suit montrerons comment il faut procéder en cas d’apparition d’une solution de base dégénéré. Sont possibles deux cas.

Cas 1. La solution de base dégénéré s’obtient au parcours d’application de la méthode des potentiels, par exemple, en ayant une solution de base non-dégénéré, on peut obtenir un cycle de recalcule, tant que en remplaçant la valeur ( s’annule en même temps plusieurs composantes de nouvelle solution. Alors laissons libre seulement l’une parmi ces caisses, mais dans les autres on écrit zéro et elles sont considérées occupée. Ces zéros s’appellent zéros essentiels. Les zéros essentiels sont considérés des variables basiques de même que les variables différentes de zéro. Par conséquent, on peut assurer que toujours le nombre des caisses occupées sera égal avec m+n-1. Quand on vérifie si la solution de base est optimale ou non, dans le système 


[image: image757.wmf]ij

j

i

c

v

u

=

+


(pour xij(0) s’inclue et les équations correspondantes aux valeurs égales avec les zéros essentiels. Si la solution obtenue n’est pas optimale, alors on construit un nouvelle cycle de recalcule pour la caisse respective libre, le cycle dans lequel les caisses avec des zéros essentiels peuvent être utilises comme sommeils. 

Cas 2. La solution dégénérée s’obtient au commencement comme une solution initiale de base déterminée par l’un des procédés décrits en 5.2. Cette solution est complétée avec les zéros essentiels pour avoir m+n-1 caisses occupées. Le choix des caisses, dans lesquelles on met des zéros essentiels, doit effectué avec l’attention, tant que les vecteurs correspondants à  toutes les caisses occupées seraient indépendants linéaires (il doit former une matrice basique). En ce but, dans les procédés de détermination des solutions initiales de base, décrites dans 5.2, on va faire en mode suivant. Si à un pas quelconque on a obtenu que la quantité disponible ai est épuisé et la quantité nécessaire de produit bi  est repartie, alors en colonne ou dans la ligne respective s’écrit zéro essentiel, et dans les autres caisses de la colonne et de la ligne données on va mettre le symbole déjà mentionné(((.

Exemple. Soit un problème de transport et soit une solution initiale de base, calcule par le procédé du coin nord-ouest, est telle du tableau suivant:
	Bj

Aj
	B1
	B2
	B3
	ai

	A1
	30
	3
	20
	2
	(
	1
	50

	
	
	
	
	
	
	
	

	A2
	(
	3
	(
	5
	40
	6
	40

	
	
	
	
	
	
	
	

	bj
	30
	20
	40
	90


Nous avons seulement trois caisses occupées, donc une solution de base dégénérée. Pour obtenir m+n-1=2+3-1=4 caisses occupées métrons un zéro essentiel dans la caisse (1,3) ou dans la caisse (2,2). Le chois de la caisse, dans laquelle on met un zéro essentiel, peut être effectue en comparant les coûts de transport (on peut faire et en mode arbitraire, quand par le comparaison on ne peut pas décider). Obtenons le tableau suivant: 
	Bj

Aj
	B1
	B2
	B3
	aI

	A1
	30
	3
	20
	2
	0
	1
	50

	
	
	
	
	
	
	
	

	A2
	(
	3
	(
	5
	40
	6
	40

	
	
	
	
	
	
	
	

	bj
	30
	20
	40
	90


x11 = 30 , x12 = 20 , x23= 40, f = 370.

Pour déterminer les potentiels ui ,vj , on résoudre le système des équations:
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Obtenons u1 =0,  u2=5, v1=3, v2=2, v3=1. En calculant ui+vj-cij pour les caisses libres, on obtient:
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Pour la caisse (2,1) on construit le cycle de recalcule avec les caisses - sommeils (1,1), (1,3), (2,3), (2,1) :



	(
30

           ((
	3
	+

     0

+(
	1

	
	
	
	

	
            +(
          +(
	3
	(
40

     ((
	6

	
	
	
	


La valeur de ( est égale avec min(30,40(=30. S’obtienne le tableau:
	Bj

Aj
	B1
	B2
	B3
	ai

	A1
	30
	3
	20
	2
	0
	1
	50

	
	
	
	
	
	
	
	

	A2
	(
	3
	(
	5
	40
	6
	40

	
	
	
	
	
	
	
	

	bj
	30
	20
	40
	90


x12 = 20 , x13 = 30 , x21 = 30 , x23 = 10, f = 220.

Le suit des calcules reste pour le lecteur, en lui indiquant que la solution optimale est 
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 si fmin=200.

Soulignons encore, que si en analysant une solution optimale trouvons l’une ou plusieurs différences nulles pour les caisse libres:
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alors on peut affirmer qu’existe et les autres solutions optimales de base qui donnent la même valeur pour la fonction objectif. S’il faut les déterminer, on peut continuer l’application de la méthode des potentiels, retenant la caisse libre, pour laquelle la différence respective est nulle.

Avec les autres méthodes de résolution des problèmes de transport vous pouvez faire la connaissance dans le ouvrage [3].

6. Programmation linéaire en nombres entiers

Considérons un problème de programmation linéaire :


[image: image763.wmf]ï

þ

ï

ý

ü

³

,

 

=

 

®

=

,

x

b

Αx

 (c,x) 

f(x) 

0

max


dans lequel toutes les variables x1,x2,,...,xn (ou une partie d’entre elles) sont des entiers. Si toutes les variables doivent avoir des valeurs entières, le problème considéré s’appelle problème de programmation linéaire totalement dans des nombres entiers ; en cas contraire, elle s’appellera problème de programmation linéaire partiellement dans des nombres entiers.
Ces types de problèmes apparaissent dans le cas de plusieurs modèles mathématiques dans lesquels les variables xi représentent des grandeurs physiques qui ne peuvent prendre que des valeurs entières. Beaucoup de problèmes d’extremum au caractère combinatoire peuvent être de même modelés comme des problèmes de programmation linéaires dans des nombres entiers (dans la majorité des cas les variables peuvent prendre une des valeurs 0, 1). Nous donnerons en suite quelques exemples de problèmes de programmation dans des nombres entiers. 

Problème du sac à doss. Un voyageur qui doit partir dans une excursion doit prendre dans son sac à doss n objets. Supposons qu’il existe m restrictions sur le sac et les objets, par exemple le volume du sac, la masse des objets, etc. Soit ai,j la caractéristique i de l’objet de type j, i=1,2,...,m; j=1,2,...,n, et bi,i=1,2,...,m sont le volume, la masse, etc. Notons par xi le nombre d’objets du type j planifiés d’être pris dans le sac, j=1,2,...,n. On considère donnée la valeur utile cj d’un objet du type j. le modèle mathématique du problème du sac a la forme :
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avec les contraints:
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Beaucoup de problèmes pratiques se réduisent au problème du sac à dos. Par exemple, en qualité de sac peut être considéré un bateau ou un avion, dans le rôle des objets étant les paniers avec des marchandises ou les bombes de volume et de poids donnés.

Problème d’affection. Soit m travaux qui doivent être exécutés par n personnes, chacune d’entre elles pouvant exécuter exactement un de ces n travaux. On connaît le bénéfice ci,j obtenu de l’exécution du travail j par la personne i. On pose le problème de déterminer la répartition de ces n personnes de la manière que le bénéfice soit maximum.

Si on note par xi,j, i,j = 1,2,...,n, tel que xi,j =1 si la personne i est répartisse dans l’exécution du travail j et xi,j =0 en cas contraire, on peut écrire :
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avec les contraintes :
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xi,j = 0 ou 1, i,j = 1,2,...,n.

Les contraintes  de ce problème détermine que chaque personne exécute une seule fois le travail et que chaque travail soit exécuté par une seule personne.

Problème du voyageur commercial. Supposons n villes, numérotés 0,1,2,...,n. Le voyageur commercial doit passer une seule fois par chaque ville et revenir à la maison, dans la ville 0, de la façon que tout le chemin ait un coût minimum.

Soit les variables xi,j, i, j, = 0,1,2,...,n telles que :
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Si ci,j est le coût du chemin de la ville i vers la ville j, alors le problème du voyageur se réduit à la résolution du problème de programmation linéaire dans des entiers :

[image: image770.wmf]max

1

1

®

å

å

=

=

ij

n

i

n

j

ij

x

c


tel que soient satisfaites les conditions :
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xi,j  = 0 ou 1.

On a démontré que les conditions ci-dessus ne garanties pas toujours la connexion du chemin. Par exemple, le chemin du dessin suivant: satisfait aux conditions mentionnées, mais ne satisfait pas au conditions du problème du voyageur commercial. On démontre (voir, par exemple, le ouvrage Ашманов С.А. Линейное  программирование. М.: Наука,1981,р.240 - 242) que pour garantir la connexion du chemin il est nécessaire d’ajouter aux restrictions mentionnées les inégalités suivantes :
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où ui sont des variables supplémentaires, qui ne participent pas dans la fonction objectif.

Le problème d’affection et le problème du voyageur commercial ont diverses applications dans l’organisation, dans les répartiteurs, dans le relés de télévision, etc.

Le fait que dans un problème de programmation linéaire certaines ou toutes les variables doivent être entières implique de grosses difficultés dans leur solution. On distingue 2 catégories de méthodes de solution des problèmes de programmation linéaire en nombres entiers :

· méthodes sectionnaires
· méthodes de ramification et bordent (branch and bound)

Toute méthode de section consiste dans les suivants :

1. On résout le problème de programmation linéaire obtenue du problème donné en renonçant aux restrictions intégrité (nommé problème relaxé);
2.  Si la solution optimale du problème relaxé a les composantes entières, elle est la solution optimale entière cherchée;
3. Sinon, on construit le nouveau problème relaxé obtenu du problème relaxé antérieur en ajoutant une restriction supplémentaire.

Ainsi le problème de programmation linéaire en nombres entres se réduit à la résolution d’une série de problèmes relaxés. Les lois, d’après lesquelles sont construites les restrictions supplémentaires, déterminent différentes méthodes de sectionnement. Une des plus simples méthodes est l’algorithme de Gomory.

En ce qui suit nous présenterons le premier algorithme de Gomory de résolution du problème de programmation linéaire totalement en entiers.

Considérons le problème linéaire en nombres entiers :
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Notons par [a] la partie entière du nombre a et par {a} la partie fractionnaire du nombre a: 

(a( = a -(a(,   0  (  (a( ( 1.

On résout le problème relaxé :
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en utilisant l’algorithme simplex. On obtient la solution optimale x*. Soit 
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, non-entière, dans l’ordre croissant des indices du dernier tableau simplex :
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On calcule les parties fractionnaires ((as)i( pour la ligne correspondante à la variable (xB)i et on construit un nouveau problème de programmation linéaire en ajoutant aux restrictions données une nouvelle restriction de la forme :

((a1i)(((xN)1 + ((a2)i(((xN)2 +...+((an-m)i(( (xN)n-m ( (xi*(
On démontre (voir, par ex., [2]) que l’inéquation ci-dessus définit une section admissible, telle que la solution optimale x* du problème relaxé ne vérifie pas cette inéquation, mais toute solution du problème de programmation linéaire en nombres entiers la vérifie.

On résout le problème relaxé suivant:
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avec les contraintes:
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Si la solution optimale de ce problème n’a pas de composantes entières, alors on construit un nouveau problème de programmation linéaire en ajoutant aux contraintes données une nouvelle section obtenue par le procédé décrit ci-dessus. On peut démontrer que l’algorithme de Gomory résout le problème de programmation linéaire en nombres entiers dans un nombre fini de pas. Dans le cas où ((as) i( = 0 pour s = 1,2,...,n-m, on constate que le problème de programmation linéaire totalement en nombres entiers n’a pas de solutions admissibles.

Exemple. Soit le problème de programmation linéaire totalement en nombres entiers:
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En appliquant l’algorithme simplex à la résolution du problème relaxé associé au problème donné écrit en forme standard
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on obtient le tableau simplex final suivant :
	Variables de base
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 EMBED Equation.3  [image: image792.wmf]
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La solution optimale 
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 pour le problème relaxé n’est pas entière. On construit un nouveau problème de programmation linéaire en ajoutant aux contraintes antérieures une section, par exemple x2 :
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 EMBED Equation.3  [image: image812.wmf]
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Prin urmare avem următoarea problemă relaxată (adusă la forma standard):
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On remarque que le problème obtenu est dual admissible. En utilisant l’algorithme simplex dual, on obtient le tableau simplex suivant :

	Variables de base
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Vue que la solution optimale 
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 n’est pas totalement entière, on continue le processus de sectionnement. A la variable x1 correspond le sectionnement généré par la contrainte:
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ou, comme la partie fractionnaire 
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On forme un nouvel problème de programmation linéaire dual admissible auquel on applique l’algorithme simplex dual. On obtient le tableau suivant :

	Variables de base
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qui donne la solution optimale entière 
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 On observe que l’efficacité diminue de 63 à 55 unités.

Il faut souligner le fait que la restriction ajoutée au problème antérieur fait que le problème relaxé, après avoir être transformée à la forme standard, soit dans une forme dual admissible. En ce mode on peut appliquer l’algorithme simplex dual. C’est l’idée qui exprime la partie la plus importante de l’algorithme de Gomory. 

Le premier algorithme de Gomory, décrit ci-dessus, résout le problème de programmation linéaire totalement en nombres entiers. Le second algorithme de Gomory peut être utilisé à la résolution des problèmes totalement en nombres entiers, ainsi qu’à la résolution des problèmes de programmation linéaire partiellement en nombres entiers. La description de cet algorithme et d’autres méthodes de résolution des problèmes de programmation linéaire en nombres entiers (méthodes de ramification et bordent) peut être trouvée dans les recueils [5, 6,28], que nous conseillons aux lecteurs.

7. Programmation linéaire fractionnaire
Dans le cas où la fonction-objectif est le rapport de deux fonctions linéaires et le domaine des solutions admissibles représente un tronçon, on dit qu’on a un problème de programmation linéaire-fractionnaire. Le modèle mathématique d’un problème linéaire-fractionnaire a la forme:
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où les vecteurs 
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 ( et ( sont des scalaires. Ces problèmes sont réductibles à des problèmes de programmation linéaire. Il existe différentes procédures de réduction [5]. Le procédé que nous allons décrire ci-dessous a été proposé en 1962 par Charnes et Cooper.

Supposons que le domaine des solutions admissibles
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est un ensemble borné (c.à.d. un polyèdre) et 
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compte tenant du fait que x>0, le problème se réduit au problème de programmation linéaire suivant:
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En résolvant ce problème, on obtient la solution optimale y*, z*. En ce cas, x* =y*/z sera une solution optimale de programmation linéaire-fractionnaire. Vraiment, on constate immédiatement que 
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 c.à.d. x* est une solution admissible. On peut écrire
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en faisant la notation:
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on obtient le problème de programmation linéaire suivant:
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avec les contraintes:
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Analogiquement on démontre que si y*, z* est une solution de ce problème, alors 
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 est une solution optimale du problème de programmation linéaire-fractionnaire considéré. 

Par conséquence, dans la situation où l’ensemble D est borné et 
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on peut construire un problème linéaire. En le résolvant à l’aide de l’algorithme simplex, on obtient la solution optimale du problème de programmation linéaire-fractionnaire.

Mais, si existent les points admissibles 
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alors la fonction-objectiv du problème de programmation linéaire-fractionnaire este nemarginita pe multimea D.
Exemple. Soit le problème de programmation linéaire-fractionnaire
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avec les contraintes:
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On observe que 
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 En faisant la notation :
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on réduit ce problème au problème de programmation linéaire:
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En appliquant l’algorithme simplex, on obtient la solution optimale 
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 Par conséquence, 
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8. Réoptimisation et paramétrisation dans la programmation linéaire

Les problèmes de programmation linéaire (P.P.L.) ont un caractère statistique, mais la réoptimisation et la paramétrisation de ces problèmes permettent un traitement plus dynamique des phénomènes économiques, des éléments attachés aux phénomènes économiques.

La réoptimisation et la post-optimisation consiste dans le recalcule de la solution optimale d’un P.P.L. dans le cas où changent les conditions initiales du problème. L’importance d’un tel étude mène à l’économie du temps, car on utilise l’information qu’on dispose – c.à.d. la solution optimale connue.

Dans le processus de réoptimisation on peut avoir les situations suivantes:

· modification du vecteur des termes libres;

· modification des coefficients de la fonction-objectif;

· modification d’un vecteur-ligne de A;

· modification du nombre de restrictions du système;

· modification du nombre de variables.

La réoptimisation s’effectue en passant par les pas suivants:

1. Vérification de l’optimalité de la solution dans les conditions de modification des données du problème ;
2. Aflarea optimului….vezi pag. 87

……….

1. Aflarea solutiei optime…..

2. Une fois trouvée la solution optimale pour une valeur fixée du paramètre, on fait l’étude de la sensibilité de la solution optimale à la variation du paramètre.

 8.1 Modification du vecteur des paramètres libres

On part de la formule de vérification dans le cadre de la méthode simplex:
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où 
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 et 
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 représentent les formules finales du tableau de optimum (ou d’autre tableau). Nous rappelons au lecteur que la matrice B-1 peut être lue dans l’ancien tableau final, ses colonnes correspondent successivement aux colonnes unitaires initiales.  Dans le cas quand le vecteur b est modifié en b’, le dernier tableau d’optimum reste valable, à l’exception de la colonne XB , qui est recalculée comme il suit :
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Ici peuvent apparaître deux situations :

a) le nouveau vecteur de la solution 
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  a toutes les composantes non-négatives et 
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 est la solution optimum, car dans le dernier tableau Simplex 
[image: image942.wmf])

(

j

j

c

z

-

 ne dépend pas de b ;

b) le nouveau vecteur de la solution 
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  a des composantes négatives. On applique alors l’algorithme simplex dual et on trouve la solution optimum.

On va analyser l’exemple suivant :
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avec les contraintes: 
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La solution optimum est
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I. Soit la première situation. Les nouvelles composantes du vecteur 
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 Vérifions 
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 Toutes les composantes de 
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 sont non-négatives, donc, la solution est 
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II. Soit le vecteur 
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 on a alors : 
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 ayant une composante négative, on continue les itérations, partant du dernier tableau, car elle est une solution dual-réalisable :
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On a obtenu la solution optimum:
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8.2 Modification des coefficients de la fonction objective
La réoptimisation de la fonction objectivef se fait en base de l’analyse de nouvelles différences. On distingue 2 cas :

1) Si les différences 
[image: image998.wmf])
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 correspondantes aux vecteurs qui n’appartiennent pas à la base B gardent le signe d’avant la modification du vecteur C. Cela signifie que la nouvelle solution sera de même optimum.

2) Si au moins une des différences 
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, qui correspondent à un vecteur n’appartenant pas à la base, est positive dans le cas du problème de minimum et négative dans le cas du problème de maximum, alors les itérations continueront par l’application de l’algorithme simplex primaire, partant du dernier tableau simplex.

Remarque. La réoptimisation du vecteur c peut être réalisée de même en écrivant le dual du problème donné; dans ce cas le vecteur c devient b et on procède de la manière décrite en 8.1.

Nous allons analyser les deux  cas en base du même exemple.

1. Soient les coefficients de la fonction objectif sont devenus respectivement (3,2,1).

Il faut donc résoudre:
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On observe que n’a changé pas seulement la première composante de la fonction objective, qui correspond x1 qui n’appartient pas à la base B, la solution reste donc optimum, 
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 ne change pas de signe. On a: 
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Soit le modèle 
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Observons que seulement la composante de 
[image: image1006.wmf]3
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 a changé, le vecteur de laquelle entre dans la base B, donc on continuera les itérations en partant de la solution obtenue dans le cas 8.1.

8.3 Ajout d’un vecteur colonne à la matrice A

Dans le cas de l’extension de la matrice A avec un ou plusieurs vecteurs colonnes, il est nécessaire de vérifier le critère d’optimum, c.à.d. les différences
[image: image1007.wmf]m
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, qui correspondent aux vecteurs introduits. On distingue 2 cas :

1) Si les conditions d’optimum sont vérifiées, la solution reste optimale pour la matrice étendue aussi.

2) Si existe au moins un vecteur am, m –  un de l’ensemble des indices introduits, qui ne vérifie pas le critère d’optimum, alors on continue les itérations jusque la détermination de la solution optimale. 

8.4  Modification d’un vecteur colonne de la matrice A

Supposons que le vecteur al de la matrice A a changé après la détermination de la solution optimale xB. Nous aurons à étudier 2 cas, en dépendance de l’appartenance ou non appartenance de ce vecteur à la base B :

1) Si al n’appartint pas à la base B, alors on vérifie le critère d’optimum
[image: image1008.wmf])
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. Dans le cas où la solution n’est pas optimum, on continue les itérations.

2) Si al appartient à a base optimale B, alors il acquiert la forme aj. Donc, est modifiée une colonne de la matrice B, fait qui mène au changement de B-1, qui devrait être recalculée. Soit la nouvelle matrice notée 
[image: image1009.wmf].
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 À l’aide de cette matrice on refait, colonne par colonne,  tout le tableau final, en utilisant les formules :
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Dans le cas de l’algorithme simplex primaire et dual il est possible que certaines composantes du vecteur 
[image: image1011.wmf]B
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 soient négatives, ainsi que le critère d’optimum ne soit pas vérifié. Dans ces cas on reprend le problème de l’itération antérieure à l’entrée du vecteur aj dans la base ou on augmente la matrice A d’une colonne, cas qui a é analysé dans le point précédent.

8.5  Ajout de nouvelles contraints
Supposons qu’après la détermination de la solution optimale xB on ajoute des nouvelles contraintes (lignes) au système Ax=b. nous obtiendrons le PPL :
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Formons le system étendu:
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Si B1 est base optimale pour le PPL initial et 
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 - son inverse, alors la matrice 
[image: image1016.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

I

O

B

B

B

2

1


est non singulière (B2 est la matrice formée des composantes des contraintes supplémentaires correspondantes à la base B1 dans la solution optimale finale).

En notant par b1 le vecteur des termes libres du problème étendu, on obtient :
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9. RESOLUTION DES PROBLEMES A L’ORDINATEUR

9.1 Le produit informatique QM

Les algorithmes décrits dans les paragraphes précédents créent la nécessité d’utiliser un logiciel spécialisé dans la résolution des problèmes respectifs à l’ordinateur. On peut utiliser le produit informatique QM, réalisé en buts didactiques [12].

Le paquet QM contient 15 modules. Le module A est dédié aux problèmes de programmation linéaire et le module E – aux problèmes de transport. Il permet à l’utilisateur de résoudre correctement et vite les problèmes respectifs. Mais l’avantage majeur de l’utilisation de QM est l’analyse économique que l’usager peut réaliser en base des résultats fournis de ce paquet.

Nous allons expliquer le fonctionnement du produit QM en bale de 2 exemples concrets.

9.2 Lancement du paquet et sortie

Activons le directoire dans lequel se trouve QM et exécutons le programme qm.com. Sur le display apparaît le Menu principal, où nous sélectons le module A pour résoudre un problème de programmation linéaire (A. Linear Programming) ou le module E pour un problème de transport (E. Transportation)

Après la sélection du mode nécessaire, le programme affiche l’interface de travail, qui contient 3 fenêtres. La fenêtre la plus basse contient une liste de commandes qui peuvent être activées en enfonçant la touche respective. La sortie normale du programme QM se fait en touchant <ESC> plusieurs fois pour revenir au système d’exploitation.

9.3 Résolution d’un problème de programmation linéaire

Soit le problème :
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Exécutons QM et sélectons le module A. Ce module résout des problèmes de programmation linéaires avec le plus 50 contraintes et 50 variables, en utilisant l’algorithme simplex primaire. Sur l’écran apparaît l’interface de travail.

Pour introduire les données du problème, lançons la commande New, en touchant la lettre N. Un autre écran à 3 fenêtres apparaît. Complétons es champs de données des premières 2 fenêtres avec les données du problème dans le mode suivant :

Dans la fenêtre d’en haut, dans le champ "Problem Title" introduisons le titre du problème. Dans “Type of Problem (Max=1/Min=2) introduisons le chiffre 1, car nous avons un problème de maximisation; dans “Tableau(All=1/Final=2/No=3)” introduisons 1 pour afficher les tableaux simplex de toutes les itérations ; dans “Number of Constraints” introduisons 3, car nous avons trois restrictions dans le problème ; dans “Number of Variables” introduisons 2 – le nombre de variables. Le passage d’un champ à l’autre se fait en touchant <ENTER>.

Après avoir complété la première fenêtre on passe à celle du milieu, où sont affichés les autres champs de données à compléter. Ici nous devons introduire les coefficients de la fonction initiale, les coefficients des restrictions, le type des restrictions et les parties droites des restrictions.

“Obj.”: les coefficients pour la fonction objectif: -1 1 3;

“C1”: les coefficients de la contrainte  1: 2 –1 1; type de la contrainte 1: < (pour 
[image: image1019.wmf]£

); partie droite de la contrainte 1: 1;

“C2”: données de la contrainte 2: 4 -2 1 > -2;

“C3”: données de la contrainte 3: 3 0 1 < 5.

Après avoir introduit les données, lançons la commande Run. QM va afficher les résultats suivants :
Program: Liniar Programming 

Problem Title : Pr. De programare liniară 

***** Input Data *****

Max. Z= -1x1 + 1x2 + 3x3 

Subject to 

C1
2x1 – 1x2 + 1x3 <=1

C2
4x1 – 2x2 +1x3 >=-2

C3
3x1 + 1x3 <= 5

***** Program Output *****
Simplex Tableau 0

	Cj

Cb
	Basis
	Bi
	-1.000

x      1
	1.000

x     2
	3.000

x     3
	0.000

s     1

	0.000

0.000

0.000
	s     1

s     2

s     3
	1.000

2.000

5.000
	2.000

-4.000

3.000
	-1.000

2.000

0.000
	1.000

-1.000

1.000
	1.000

0.000

0.000

	
	Zj

Cj-Zj
	0.000
	0.000

-1.000
	0.000

1.000
	0.000

3.000
	0.000

0.000


	Cj

Cb
	Basis
	Bi
	0.000

s      2
	0.000

s     3
	
	

	0.000

0.000

0.000
	s     1

s     2

s     3
	1.000

2.000

5.000
	0.000

1.000

0.000
	0.000

0.000

1.000
	
	

	
	Zj

Cj-Zj
	0.000
	0.000

0.000
	0.000

0.000
	
	


Simplex Tableau 1

	Cj

Cb
	Basis
	Bi
	-1.000

x      1
	1.000

x     2
	3.000

x     3
	0.000

s     1

	3.000

0.000

0.000
	x     3

s     2

s     3
	1.000

2.000

4.000
	2.000

-2.000

1.000
	-1.000

1.000

1.000
	1.000

0.000

0.000
	1.000

1.000

-1.000

	
	Zj

Cj-Zj
	3.000
	6.000

-7.000
	-3.000

4.000
	3.000

0.000
	3.000

-3.000


	Cj

Cb
	Basis
	Bi
	0.000

s      2
	0.000

s     3
	
	

	3.000

0.000

0.000
	x     3

s     2

s     3
	1.000

3.000

4.000
	0.000

1.000

0.000
	0.000

0.000

1.000
	
	

	
	Zj

Cj-Zj
	3.000
	0.000

0.000
	0.000

0.000
	
	


Simplex Tableau 2

	Cj

Cb
	Basis
	Bi
	-1.000

x      1
	1.000

x     2
	3.000

x     3
	0.000

s     1

	3.000

1.000

0.000
	x     3

x     2

s     3
	4.000

3.000

1.000
	0.000

-2.000

3.000
	0.000

1.000

0.000
	1.000

0.000

0.000
	2.000

1.000

-2.000

	
	Zj

Cj-Zj
	15.000
	-2.000

1.000
	1.000

0.000
	3.000

0.000
	7.000

-7.000


	Cj

Cb
	Basis
	Bi
	0.000

s      2
	0.000

s     3
	
	

	3.000

1.000

0.000
	x     3

x     2

s     3
	4.000

3.000

1.000
	1.000

1.000

-1.000
	0.000

0.000

1.000
	
	

	
	Zj

Cj-Zj
	15.000
	4.000

-4.000
	0.000

0.000
	
	


Simplex Tableau 3

	Cj

Cb
	Basis
	Bi
	-1.000

x      1
	1.000

x     2
	3.000

x     3
	0.000

s     1

	3.000

1.000

-1.000
	x     3

x     2

x     1
	4.000

3.667

0.333
	0.000

0.000

1.000
	0.000

1.000

0.000
	1.000

0.000

0.000
	2.000

-0.333

-0.667

	
	Zj

Cj-Zj
	15.333
	-1.000

0.000
	1.000

0.000
	3.000

0.000
	6.333

-6.333


	Cj

Cb
	Basis
	Bi
	0.000

s      2
	0.000

s     3
	
	

	3.000

1.000

-1.000
	x     3

x     2

x     1
	4.000

3.667

0.333
	1.000

0.333

-0.333
	0.000

0.667

0.333
	
	

	
	Zj

Cj-Zj
	15.333
	3.667

-3.667
	0.333

-0.333
	
	


Final Optimal Solution

Z=
15.333 

	Variable
	Value
	Reduced Cost

	X1

X2

X3
	0.333

3.667

4.000
	0.000

0.000

0.000

	Constrain
	Slack/Surplus
	Shadow Price

	C1

C2

C3
	0.000

0.000

0.000
	6.333

3.667

0.333


Objective Coefficient Ranges

	Variables
	Lower

Limit
	Current

Values
	Upper

Limit
	Allowable

Increase
	Allowable

Decrease

	x1

x2

x3
	-2.000

0.000

-0.000
	-1.000

1.000

3.000
	8.500

20.000

No limit
	9.500

19.000

No limit
	1.000

0.500

3.167


Right Hand Side Ranges

	Constraints
	Lower

Limit
	Current

Values
	Upper

Limit
	Allowable

Increase
	Allowable

Decrease

	C1

C2

C3
	-1.000

-3.000

4.000
	1.000

-2.000

5.000
	1.500

2.000

No limit
	0.500

4.000

No limit
	2.000

1.000

1.000


***** End of Output ***** 

Dans la première partie est présenté le problème à résoudre. Ensuite sont affichées les tables simplex demandées. Ici s1,s2,s3 sont les variables écart avec les coefficients 0 dans la fonction objectif. Eventuellement peuvent apparaître des variables artificielle notées A1,A2,… avec les coefficients (-M) (ou M) dans la fonction objectif.

La première ligne du tableau simplex contient les coefficients de la fonction objectif.

La seconde – le nom des colonnes du tableau :

Cb: les coefficients de la fonction objectif pour la base courante;

Basis : la base courante;

Bi: la solution à l’itération courante;

x1,x2,…,s1,s,…,A1,A2,…: coefficients de la  variable respective des contraintes;

Zj: produit scalaire entre la colonne Cb et la colonne sous laquelle est affiché Zj; la première valeur est la valeur de la fonction objectif pour la solution courante ; sous les colonnes s1,s2,…,A1,A2,… se trouvent les valeurs des variables duales;
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: les différences entre Cj et Zj, qui représentent des critères pour la vérification de l’optimum de la solution. A la maximisation la solution est optimale si 
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pour tout j. (
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 montre comment change la fonction objectif si la variable xj, sj ou Aj non basique entrerait dans la base; de même, (
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) montre la valeur de la contrainte duale : (
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Le tableau suivant “Final Optimal Solution” contient les valeurs optimales pour la fonction objectif et variables. La colonne “Reduced Cost” montre les valeurs des restrictions (
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) pour le problème dual égales à 
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 du problème dual.

Dans le tableau suivant sont indiqués les valeurs des variables écart, c.à.d. l’écart de la valeur de la partie gauche de la restriction par rapport à la partie droite (Stack/Surplus) et les prix ombre (Shadow Price), c.à.d. la solution optimale du problème dual.

Le tableau “Objective Coefficient Ranges” montre la sensibilité de la solution à la variation des coefficients de la fonction objectif. Ses colonnes : Variables = Variable (
[image: image1027.wmf]j

x

); Lower Limit = la limite inférieure; Curent Value = la valeur courante (
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c

); Upper Limit = la limite supérieure; Allowable Increase = l’incrémentation admise; Allowable Decrease = la décrémentation admise.

Pour x1, par exemple, l’information de ce tableau est interprétée de la manière : si toutes les autres conditions du problème restent inchangées et le coefficient 
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 de la fonction objectif varie dans l’intervalle [-2;8.5] ( [Lower Limit; Upper limit] ), c.à.d. la solution optimale du problème primaire reste inchangée et la valeur de la fonction objectif est modifiée par la valeur 
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Le tableau “ Right Hand Side Ranges” montre la sensibilité de la solution à la variation des parties droites des contraintes. Ses colonnes : Constraints = contrainte; Lower Limit, Curent Value (
[image: image1032.wmf]i

b

), Upper Limi, Allowabl Increase et Allowable Decrease avec le même sens du tableau précédent.

Interprétation de l’information du tableau : Par exemple, pour la restriction C3 : si toutes les autres conditions du problème restes inchangées et la partie droite de la restriction C3 
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 ( [0;Allowable Increase] ), alors la solution optimum du problème reste inchangée et la valeur optimum de la fonction varie avec 
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 Du théorème de la dualité on déduit que la valeur optimum de la fonction objectif du problème primaire changera respectivement avec la même valeur.

9.4 Résolution d’un problème de programmation linéaire

Soit le problème de transport de minimisation avec la matrice

	
	d1
	d2
	d3
	d4
	a

	s1

s2

s3
	2

2

3
	1

3

3
	3

3

2
	2

1

1
	90

70

50

	b
	80
	60
	40
	30
	


Lançons QM et sélectons le module E, qui résout des problèmes de transport avec le plus 40 destinations (consommateurs). Lançons la commande New pour introduire les données du problème. L’écran de travail avec 3 fenêtres est alors affiché. Dans la fenêtre d’en haut, dans le champ “Problem Title:” introduisons le titre du problème; dans  “Type of Problem (Max=1/Min=2)” introduisons 2, car nous avons un problème de minimisation; dans “Initial (MW=1/MC=2/VAM=3)” indiquons la méthode de détermination de la solution initiale :

1) méthode du coin Nord-Ouest (NW);

2) méthode du coût minimum du tableau (MC);

3) méthode Vogel = méthode des différences maximales (VAM).

Dans le champ  “Number of Sourses” introduisons 3- le nombre de fournisseurs; dans “Number of Destinations” introduisons 4 – le nombre de consommateurs.

Dans la seconde fenêtre les sources sont notées par les lignes S1,S2,…, et les destinations par les colonnes D1,D2,… . A l’intersection de ces lignes et ces colonnes introduisons les coûts unitaires de transport de la matrice de transport. Dans la colonne "Sources" nous introduisons la quantité de marchandises pour chaque source ; dans la ligne "Des." nous introduisons la quantité de marchandises nécessaire à chaque consommateur.

Finissons l’introduction des données par <ESC> et activons Run pour résoudre le problème. QM donne les résultats suivants :

Program: Transportation

Problem Title : Pr. De transport

***** Input Data *****

Minimization Problem :

	
	1
	2
	3
	4
	Supply

	1

2

3


	2.0

2.0

3.0


	1.0

3.0

3.0
	3.0

3.0

2.0
	2.0

1.0

1.0
	90.0

70.0

50.0

	Demand
	80.0
	60.0
	40.0
	30.0
	


***** Program Output *****

Initial Solution by Northwest Corner Method 

	
	1
	2
	3
	4
	Supply

	1

2

3
	80.0

0.0

0.0
	10.0

50.0

0.0
	0.0

20.0

20.0
	0.0

0.0

30.0
	90.0

70.0

50.0

	Demand
	80.0
	60.0
	40.0
	30.0
	210.0


Initial Solution : 
450.0

Optimal Solution by MODI

	
	1
	2
	3
	4
	Supply

	1

2

3


	30.0

50.0

0.0


	60.0

0.0

0.0
	0.0

0.0

40.0
	0.0

20.0

10.0
	90.0

70.0

50.0

	Demand
	80.0
	60.0
	40.0
	30.0
	210.0


Optimal Solution : 
330.0

***** End of Output *****

Le premier tableau contient la matrice de transport du problème. (Supply = l’offre; Demand = la demande).

Le second tableau contient la solution initiale déterminée par la méthode sélectée (NW) et le dernier tableau contient la solution optimale obtenue par la méthode MODI (algorithme simplex modifié pour les problèmes de transport).

10. Exercices

1. Démontrer que si X et Y sont deux ensembles convexes alors l’ensemble 
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 est aussi convexe.

2. Démontrer que les sommets du tronçon 
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, où A est une matrice de dimension 
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 sont ses points d’extremum.

3. Déterminer les points d’extremum du tronçon T défini par :     

x1 + 2x2 ≤ 12,
x1 +   x2 ≤ 18,
x1                ≤ 12,
x2 ≤ 9, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0

4.  Démontrer que les fonctions 
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sont convexes. Lesquelles sont strictement convexes et lesquelles sont                                                            fortement convexes ?

5. Soit f(x), 
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6. Soit
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où A est une matrice de dimension 
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 Démontrer que la fonction f(x) est convexe dans Rn.

7. Démontrer que si les fonctions fi(x), i = 1,2,…,m, 
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 est aussi convexe.

8. Démontrer que pour n’importe quelle fonction f(x), 
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, qui a un point de minimum global dans 
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9. Ecrire sous la forme standard le problème de programmation linéaire suivant :
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dans les contraintes 
3x1 – 6x2 + 9x3 ≥ -4,

3x1 +  x2 – 3x3  ≤ 5,

x1 – 4x2 + 5x3 = 2,

x1 ≥0, x2 ≥0,

10.   Résoudre par la méthode graphique de programmation linéaire 
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  dans les contraintes
x1 + 2x2 ≥ 8,

   x1 +  6x2 ≥ 12,

3x1 + x2 ≥ 2,

          x1 ≥0, x2 ≥0.

11.   On a le système d’équations linéaires 

x1 + 3x2 – x3          = 8,

x1 +  6x2      – x4 = 3,

       xi ≥0, i = 1, 2, 3, 4.


a) écrire ce système sous la forme explicite ;


b) déterminer une solution de base ;


c) déterminer une solution admissible de base.

12.   Résoudre le problème de programmation linéaire
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dans les contraintes
x1 + x2 + 5x3  = 2,

x1 ( x2 + 2x3 = 0,

x1≥0, x2≥0, x3≥0.

utilisant la méthode simplexe.

13.   Démontrer que la duale d’un problème dual de programmation linéaire est le problème initial. 

14.  Résoudre le problème primal et dual. Donner l’interprétation géométrique.



a)
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b)
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c)
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15. Démontrer que si le problème primal a la fonction objectif non bornée sur l’ensemble des solutions admissibles, alors le problème dual n’a pas des solutions admissibles.

16. Utilisant l’algorithme simplexe dual résoudre le problème de programmation linéaire
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17. Résoudre le problème de transport avec les données suivantes

	   Bj
Ai
	B1
	B2
	B3
	B4
	B5
	ai

	A1
	
	1
	
	3
	
	2
	
	4
	
	5
	50

	
	
	
	
	
	
	

	A2
	
	3
	
	1
	
	5
	
	3
	
	2
	40

	
	
	
	
	
	
	

	A3
	
	4
	
	2
	
	1
	
	5
	
	1
	60

	
	
	
	
	
	
	

	A4
	
	2
	
	3
	
	1
	
	2
	
	4
	21

	
	
	
	
	
	
	

	Bj
	15
	25
	36
	10
	85
	171


18. Utilisant l’algorithme Gomory résoudre le problème de programmation linéaire en nombres entiers  


[image: image1060.emf].
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19. Résoudre le problème de programmation linéaire fractionnaire
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11. Réponses

1. Soit 
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3. 
[image: image1077.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

0

12

,

6

12

,

9

6

,

9

0

,

0

0

5

4

3

2

1

x

x

x

x

x


6. On vérifie immédiatement que
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c’est-à-dire la matrice Hesse est positif semidéfinie et la fonction f(x) est convexe.

7. 
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10. 
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11. Pour la matrice 
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Si on choisi 
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on obtient le système explicit 
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Une solution de base est 
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Si on choisi    
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on obtient explicit
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On a une solution admissible de base x1 = 1, x2 = 1, x3 = 0, x4 = 0.
12. 
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16. 
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17. 
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18. 
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19. 
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